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§ 20. Многогранники.

1. Из точек А и В в гранях двугранного угла опущены перпен-
дикуляры АА1 и ВВ2 на ребро угла. Найдите длину отрезка АВ, если
АА 1=а, ВВ1=b1 А1В1=с и двугранный угол равен α1.

Задача решена в учебнике п. 171, стр. 59.

2. У трехгранного угла (аbс) двугранный угол при ребре с пря-
мой, двугранный угол при ребре b равен ϕ, а плоский угол (bc) ра-

вен γ (ϕ,γ<
2
π ).

Найдите два других плоских угла α = ∠ (ab), β = ∠(ас)
Задача решена в учебнике п. 172, стр. 60

3. У трехгранного угла один плоский угол равен γ, а прилегаю-

щие к нему двугранные углы равны φ (φ < 
2
π ). Найдите два других

плоских угла α и угол β, который образует плоскость угла γ с про-
тиволежащим ребром.

Из произвольной точки S ребра, противолежащие углу γ, про-
ведем перпендикуляры SA на плоскость угла γ и перпендикуляры
SB и SC на его стороны. Тогда по теореме о трех перпендикулярах
АВ⊥OВ и АС⊥OС.
Рассмотрим прямоугольные ∆SCA и ∆SВA. Они равны по катету

и противолежащему углу (∠SCA=∠SBA=ϕ). Тогда АВ=СА. А зна-
чит, ∆АОВ=∆АОС по катету и гипотенузе. Так что ∠AОС =∠AOB.

А так как ∠СОВ=∠АОС+∠АОВ=γ, то ∠АОС=∠АОВ=
2
γ .

Далее, в ∆АSC SC= 
ϕsin

AS  и АС = 
ϕtg

AS .

В ∆АСО ОА=
ADC

AC
∠sin

=

2
sin

2
sin γ

⋅ϕ
=

γ tg

ACAC  и ОС =

22
γ

⋅ϕ
=

γ tgtg

AS

tg

AC .
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Тогда из ∆SDC     tg α = 
ϕ

γ

=
⋅ϕ

⋅
γ

⋅ϕ
=

cos
2

sin
2

tg

AS

AStgtg

OC
SC .

А из ∆SAO:           tgβ = 
2

sintg
AS

2
sintg γ

⋅ϕ=

γ
⋅ϕ⋅

=
AS

OA
AS .

Ответ: α=arctg


















ϕ

γ

cos
2

tg
, β=arctg 






 γ

⋅ϕ
2

sintg .

4. У трехгранного угла два плоских угла острые и равны α, а
третий угол равен γ. Найдите двугранные углы ϕ, противолежащие
плоским углам α, и угол β между плоскостью γ и противолежащим
ребром.

Из произвольной точки А противолежащего углу γ угла прове-
дем перпендикуляры АК на плоскость этого угла и AB и SB на дру-
гие ребра.

Тогда по теореме о трех перпендикулярах BK⊥SB и KC⊥SC.
Тогда ∆ΑΚС=∆ΑΚΒ (по общему катету АК и противолежащему

углу ∠ΑΚС=∠ΑΒΚ=φ). Тогда ВК=КС и ∠BKS=∠СKS (по гипотену-

зе и катету). Значит ∠KSВ=∠KSС=
2
γ . Далее, имеем

SC=SB=AS·cosα, и AВ=АC=AS⋅sinα. Из ∆SCK получаем:

KC = SC ⋅ tg 
2
γ  = AS cos α tg

2
γ  и SK = 

2
cos

cos

2
cos γ

α
=

γ
ASSC .

Далее, из ∆АСК        cos ϕ = cos ∠ACK = 
α

γ

=
α

γ
α

=
tg

tg

AS

tgAS

AC
KC 2

sin
2

cos
.
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И из ∆ASK                cosβ = cos∠ASK=

2
cos

cos
γ
α

=
AS

AS
AS
SK =

γ
α

cos
cos .

Ответ: α=arccos


















α

γ

tg
2

tg
, β=arccos



















γ
α

2
cos

cos .

5. Докажите, что сечение призмы, параллельное основаниям,
равно основаниям.

Пусть А2В2С2 – данное сечение призмы. Тогда АА2С2С, АА2В2В,
ВВ2С2С – параллелограммы.

Значит, АВ=А2В2, АС=А2С2, ВС=В2С2 и т.д., то есть
АВС...=А2В2С2... . Что и требовалось доказать.

6. Сколько диагоналей имеет n-угольная призма?

Так как диагональ призмы – это отрезок, соединяющий две
вершины призмы, не принадлежащие одной грани, то из одной
вершины можно провести n-3 различные диагонали. Но вершин в
основании п, так что общее количество диагоналей будет n⋅(n – 3).

Ответ: n⋅(n – 3).

7. Постройте сечение четырехугольной призмы плоскостью,
проходящей через сторону основания и одну из вершин другого
основания.
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Пусть, например, плоскость проходит через сторону основания
AD и вершину С1, тогда отрезок C1D принадлежит сечению. Далее,
возможны два случая: либо AD пересекает ВС, либо нет. Если AD
пересекает ВС, то точку их пересечения  обозначим F. F ∈ ВС, а
значит F ∈ (ВCC1). Проведем отрезок FС1. Он пересечет ВВ1 в точ-
ке К. Тогда четырехугольник АКС1D будет искомым сечением.

Если AD не пересекает ВС, то AD || ВС. Но ВС || В1С1, так что
AD || B1C1, а через две параллельные прямые проходит единствен-
ная плоскость, содержащая их. Эта плоскость является искомым
сечением т к. точки А, D, C1 принадлежат этой плоскости.

8. Постройте сечение четырехугольной призмы плоскостью,
проходящей через три точки на боковых ребрах призмы.

             B1                                        C1

A1           D1

  K1      M

  B C
O                      N

        A                                      D

Пусть K, M и N – данные точки.
Возможны три случая:
1) Точки K, M, N расположены так, что MN || DC и KM || MN.

Тогда плоскость, проходящая через точки K, M и N параллельна
плоскости грани ABCD, т к. две пересекающие прямые KM и MN
параллельны грани ABCD. Проведем прямую ON || AD. Тогда она
будет принадлежать плоскости сечения. Так как иначе она пересе-
кала бы и грань ABCD, то есть и AD, что неверно.

Тогда четырехугольник KMNO – искомое сечение.

2) Точки K, M, N  располагаются так,
что КМ || ВС, но MN  не параллельно DC.
Тогда через точки M и N проведем пря-
мую а, которая пересекает прямую DC в
некоторой точке S.

Тогда S принадлежит сечению. Через
точку S проведем прямую b || KM. Тогда
b принадлежит сечению и b || BC, т.к.
b || KM и КМ || ВС. Тогда АВ пересекает
прямую b в некоторой точке Х. Тогда Х принадлежит сечению.

D

B1 C1

K M

B C

N
O D

S
K

A
X
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А также можно соединить точи К и Х отрезком, который пересечет
А1А в некоторой точке О. Тогда точка О тоже принадлежит сече-
нию. А значит, четырехугольник OKMN – это искомое сечение.

Общий случай:
3) Когда точки К, M, N распола-

гаются так, что MN не параллельно
DC  и KM не параллельно MN. То-
гда прямая ΜΝ пересечет прямую
DC в некоторой точке F, прямая
МК пересечет прямую ВС в неко-
торой точке X. Точки Χ и F при-

надлежат плоскости ABCD, а также искомому сечению, значит,
плоскость ABCD и сечение пересекаются по прямой XF. Тогда
прямая АВ, или прямая AD, или обе эти прямых пересекают пря-
мую XF. Допустим АВ пересекает XF в точке S. Тогда точка S при-
надлежит и плоскости АА1В1В, а также сечению. Проведем прямую
SК. Она пересечет ребро АА1 в точке О. Так что ΜΝΟΚ – искомое
сечение.

9. У призмы одно боковое ребро перпендикулярно плоскости
основания. Докажите, Что остальные боковые ребра тоже перпен-
дикулярны плоскости основания.

Боковые ребра призмы параллельны между собой, так что по-
скольку одно ребро перпендикулярно основанию, то значит, и ос-
тальные боковые ребра тоже перпендикулярны основанию. Что и
требовалось доказать.

10. В прямой треугольной призме стороны основания равны 10 см,
17 см и 21 см, а высота призмы — 18 см. Найдите площадь сечения,
проведенного через боковое ребро, и меньшую высоту основания.

Данным сечением является прямоугольник BHH1B1 со сторона-
ми ВВ1=18 см и ВН; где ВН — меньшая высота ∆АВС.

Далее, площадь основания с одной стороны равна:
S = =−−− ))()(( cpbpapp

84)2124)(1724)(1024(24 =−−−= (см2).
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С другой стороны  S = BHAC ⋅
2
1 , так что

ВН = 8
21
8422

=
⋅

=
AC

S (см).

Тогда искомая площадь сечения равна
S1 = BB1 ⋅ BH = 18 ⋅ 8 = 144 (см2).
Ответ: 144 см2.

11. Боковое ребро наклонной призмы равно 15 см и наклонено
к плоскости основания под углом 30°. Найдите высоту призмы.

ΒΟ — перпендикуляр к основанию, так что ∆АВО — прямо-
угольный. Значит, BC=AB⋅sin∠BAC=l 5⋅sin30° =7,5 (см).

Ответ: 7,5 см.

12. В наклонной треугольной призме расстояния между боко-
выми ребрами равны 37 см, 13 см и 40 см. Найдите расстояние ме-
жду большей боковой гранью и противолежащим боковым ребром.

Пусть сечение MNK перпендикулярно боковым ребрам призмы.
Тогда в ∆MNK:

MN = l3см, ΝΚ = 37см и MК = 40см.
Искомое расстояние равно высоте, проведенной в ∆MNK к

большей стороне, то есть NH, где NH ⊥ MK.
Площадь ∆MNK с одной стороны равна:

S= =c)-b)(p-a)(p-p(p

24032854513)-37)(45-40)(45-45(45 =⋅⋅⋅=  (см2).
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С другой стороны S=
2
1 MK·NH, так что

NH= 12
40
24022

=
⋅

=
MK

S  (см).

Ответ: 12 см.

13. Основанием призмы является правильный шестиугольник
со стороной а, а боковые грани — квадраты. Найдите диагонали
призмы и площади ее диагональных сечений.

Диагональные сечения призмы — это прямоугольники АА1D1D
и АА1С1С. Далее, АА1=a, AD=2a (диаметр описанной окружности) и
АС=а 3  (по теореме косинусов из ∆АВС).

Так что площади сечений равны:
S1= АА1 ⋅ АС =  а · а 3 =а2 3  и
S2=AA1 ⋅ AD =  а · 2а = 2а2.

Диагонали призмы вычисляются по теореме Пифагора:

AD1= =+=+ 2222
1 4aaADAA 1

2 55 daa == ,

АС = =+=+ 2222
1 3aaACAA 2

2 24 daa == .

Ответ: S1 = 32a ; S2 = 2a2; d1 = 5a ; d2 = 2a.

14. В правильной шестиугольной призме, у которой боковые
грани — квадраты, проведите плоскость через сторону нижнего
основания и противолежащую ей сторону верхнего основания.
Сторона основания равна а. Найдите площадь построенного сече-
ния.
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Данное сечение проходит через основание АВ и E1D1. Обозначим
точку пересечения прямых АВ и DC точка F. Тогда F принадлежит
плоскости сечения, а также плоскости CC1D1C. Так что проведем
прямую D1F, которая пересечет ребро СС1 в некоторой точке X.

Далее, продолжим прямые ЕК и АВ до их пересечения в
точке О. Эта точка принадлежит плоскости сечения, а также
грани KK1Е1Е. Тогда проведем прямую ОЕ1, которая пересечет
ребро КК1 в некоторой точке Y.

Шестиугольник ABXD1E1Y — искомое сечение. Найдем его

площадь по формуле S′ = 
αcos

S , где S — площадь основания

призмы, а α — угол, который образует данное сечение с плоско-
стью основания. Так как ЕА⊥АВ, то и Ε1Α⊥ΑΒ (по теореме о трех
перпендикулярах). Так что ∠ΕΑΕ1= α. Далее, ЕЕ1 = a, и АЕ =а 3
(по теореме косинусов из ∆АЕК). Далее, по теореме Пифагора

АЕ1 = aaa 2)3( 22 =+ , так что cos α = =
1AE

AE
2
3

2
3
=

a
a .

S = 2SAKE + SAEDB = AK⋅AE⋅sin∠AKE + AE⋅DE =

= a2sin120° + a⋅
2

333
2aa = .

Так что S′= 2
2

3
32

233
cos

aaS
=

⋅
=

α
.

Ответ: S′=3а2.

15. Через сторону нижнего основания правильной треугольной
призмы проведена плоскость, пересекающая боковые грани по от-
резкам, угол между которыми α. Найдите угол наклона этой плос-
кости к основанию призмы.

Пусть АОС — данная плоскость. Проведем ВH⊥AC. Тогда по
теореме о трех перпендикулярах ОН⊥АС. Значит, ∠OHB —иско-

мый. Далее, в равностороннем ∆АВС высота ВН= 
2

3a .
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Далее, ∠АОН=
2
1 ∠АОС=

2
α .

Так что в ∆АОН: ОН = 

2
2

2
α

=
α tgtg

aAH .

Далее, в ∆ОВН: cos∠ОНВ=
OH
BH = 

2
tg3

2
2

tg23 a
a

aa
⋅=

⋅
.

Так что ∠ОНВ=arccos 





 α

2
tg3 .

Ответ: arccos 





 α

2
tg3 .

16. В правильной четырехугольной призме через середины
двух смежных сторон основания проведена плоскость, пересе-
кающая три боковых ребра и наклоненная к плоскости основания
под углом α. Сторона основания равна а.

Найдите площадь полученного сечения.

ABCNM — это ортогональная проекция сечения. Тогда если

S — площадь ABCNM, то площадь сечения S′ = 
αcos

S .

Далее, S = SABCD – SMND = AD2 –
2
1 MD ⋅ DN =

= a2 – 2

8
7

222
1 aaa

=⋅⋅ . Так что S′ = 
α

=
α cos8

7
cos

2aS .

Ответ: 
αcos8

7 2a .

17. В правильной четырехугольной призме площадь основания
144 см2, а высота 14 см.

Найдите диагональ призмы.
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Так как призма правильная, то в основании ее лежит квадрат и
его площадь равна:

S = a2. Тогда a = S = 144 =12(см).
Далее, заметим, что правильная четырехугольная призма явля-

ется прямоугольным параллелепипедом, так что квадрат любой
диагонали равен сумме квадратов трех его измерений, так что:

22141212 222222 =++=++= haad (см).
Ответ: 22 см.

18. В правильной четырехугольной призме площадь боковой
грани равна Q  Найдите площадь диагонального сечения.

Так как боковая грань — прямоугольник, то ее площадь
Q=AA1·AD. А так как основание призмы — квадрат, то диагональ
AC=AD 2 . Тогда площадь диагонального сечения:

S = AC·AA1 = 2 ·AD·AA1=Q· 2 .
Ответ: Q 2 .

19. Сторона основания правильной четырехугольной призмы
равна 15 см, высота равна 20 см.

Найдите кратчайшее расстояние от стороны основания до не
пересекающей ее диагонали призмы.

Проведем плоскость А1В1СD, а через ребро АВ проведем плос-
кость ABMN, перпендикулярную плоскости A1B1CD.
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Так как АВ перпендикулярна боковым граням, то ABMN —
прямоугольник.

Пусть О — точка пересечения АС и MN. Проведем ОК ⊥ АВ.
Тогда ОК=ВМ.

В прямоугольном ∆ВВ1С:

B1С= 2222
1 1520 +=+ BCBB = 25(см) (по теореме Пифагора). То-

гда площадь ∆ВВ1С:  S = =−−− ))()(( cpbpapp 5101530 ⋅⋅⋅ = 150(см2).

С другой стороны, S=
2
1 B1C·BM, так что ΒΜ=

25
15022

1

⋅
=

CB
S =12(см).

Ну и ОК=ВМ=12 (см).
Ответ: 12 см.

20. В прямой треугольной призме все ребра равны. Боковая по-
верхность равна 12 м2.

Найдите высоту.

Так как все ребра равны, то боковые грани являются квадрата-
ми. Далее, площадь одной грани равна трети площади боковой по-
верхности: 12 : 3 = 4 (м2). Значит, сторона квадрата равна

=4 2 (м). Тогда ребро призмы равно высоте и равно 2 м.
Ответ: 2 м.

21. Боковая поверхность правильной четырехугольной призмы
32 м2, а полная поверхность — 40 м2.

Найдите высоту.

Так как площадь поверхности S = Sбок + 2Sосн, то площадь осно-
вания равна Sосн = (40-32) : 2 = 4(м2).

В основании находится квадрат, так как призма правильная, так
что сторона квадрата равна 4 =2 м.

Боковая поверхность правильной призмы равна Sбок=p·h=4a·h,
так что h=S:(4a)= 32 : (4 · 2) = 4(м).

Ответ: 4 м.

22. В наклонной призме проведено сечение, перпендикулярное
боковым ребрам и пересекающее все боковые ребра.

Найдите боковую поверхность призмы, если периметр сечения
равен р, а боковые ребра равны l.

Задача решена в учебнике п. 176, стр. 65.
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23. Расстояния между параллельными прямыми, содержащими
боковые ребра наклонной треугольной призмы, равны 2 см, 3 см и
4 см, а боковые ребра — 5 см.

Найдите боковую поверхность призмы.

Проведем сечение MNK, перпендикулярное боковым ребрам.
Тогда стороны ∆ΜΝΚ равны расстояниям между параллельны-

ми прямыми, содержащими ребра.
Далее, площадь боковой поверхности наклонной призмы равна

произведению периметра сечения, перпендикулярного боковым
ребрам, на длину бокового ребра. Так что

Sбок = р · l = (2+3+4) · 5 = 45(см2).
Ответ: 45 см2.

24. По стороне основания а и боковому ребру b найдите пол-
ную поверхность правильной призмы: 1) треугольной; 2) четырех-
угольной; 3) шестиугольной.

Полная поверхность призмы вычисляется по формуле:

S = Sбок + 2Sосн.

1) Основание призмы — равносторонний треугольник, так что

его площадь Sосн = 
4

32a . Площадь боковой поверхности

Sбок  = p · l =3ab.

Так что S = 3ab +
2

32a .

2) Основание призмы — квадрат с площадью Sосн = а2. Площадь
боковой поверхности Sбок = p·l = 4ab. Так что S = 2a2 + 4ab.

3) Основание призмы — правильный шестиугольник. Его пло-

щадь Sосн = 6 ⋅ 
2

33
4

3 22 aa
= .  А площадь боковой поверхности

Sбок = p·l = 6ab.  Так что S = 6аb + а23 3 .

http://alexbooks.ucoz.com



17

26. У параллелепипеда три грани имеют поверхности 1 м2, 2 м2

и 3 м2.
Чему равна полная поверхность параллелепипеда?

У параллелепипеда противоположные грани равны, а значит,
имеют равные площади. Так что данный параллелепипед имеет две
грани с площадью 1 м2, две грани с площадью по 2 м2 и две грани с
площадью по 3 м2. Так что площадь полной поверхности

S = 2 · (1 + 2 + 3) = 12 (м2).
Ответ: 12 м2.

27. Известны углы, образуемые ребрами параллелепипеда, схо-
дящимися в одной вершине. Как найти углы между ребрами, схо-
дящимися в любой другой вершине?

При вершине A ∠A1AD = α , ∠Α1ΑΒ = β и ∠BAD = γ. Так как
все грани параллелепипеда — параллелограммы, ∠C= ∠A1 = γ (как
противоположные в параллелограмме), ∠В = ∠D =180° – γ (в па-
раллелограмме ABCD).

Далее, ∠B1A1D1 = ∠B1C1D1 = ∠BAD = ∠BCD = γ (так как проти-
волежащие грани равны). Далее, ∠ABC=∠ADC=∠A1B1C1= ∠A1D1C1=
= 180° – γ;  ∠A1AB = ∠A1B1B = ∠D1C1C = β;  ∠AA1B1= ∠B1BA =
=∠C1CD = ∠DD1C = 180° – β; ∠A1AD = ∠A1D1D = ∠B1BC = α;
∠AA1D1 = ∠D1DA = ∠BB1C = ∠C1CB = 180° – α.

28. Докажите, что отрезок, соединяющий центры оснований
параллелепипеда, параллелен боковым ребрам.

http://alexbooks.ucoz.com



18

Центры оснований параллелепипеда являются точками
пересечения диагоналей параллелограммов ABCD и A1B1C1D1.
Далее, ABCD = A1B1C1D1 (как противоположные грани). Так что

АС = А1С1, и O1С1 = ОС= 
2
1 АС. Так как O1С1||ОС и O1C1 = OC, тo

О1С1 ОС — параллелограмм, так что OO1||СС1. Что и требовалось
доказать.

29. В прямом параллелепипеде стороны основания 6 м и 8 м
образуют угол 30°, боковое ребро равно 5 м. Найдите полную по-
верхность этого параллелепипеда.

Полная поверхность прямого параллелепипеда равна S=2S1+S2.
Площадь параллелограмма ABCD, являющегося основанием,

равна Sосн = AB ⋅·AD ⋅ sin30° = 6 ⋅ 8 ⋅ 
2
1 = 24(cм2).

А площадь боковой поверхности равна
Sбок = р · l = 2(АВ + ВС)АА1 = 2 ⋅ (6+8) ⋅ 5 = 140 (см2).
Так что S = 2 ⋅ 24 + 140 =188(см2).
Ответ: 188 см2

30. В прямом параллелепипеде стороны основания 3 см и 8 см,
угол между ними 60°. Боковая поверхность равна 220 см2. Найдите
полную поверхность.

Полная поверхность параллелепипеда равна S = Sбок+2Sосн  Так
как в основании лежит параллелограмм, то S1 = ab ⋅ sinα =
= 3 ⋅ 8 ⋅ sin 60° = 12 3  (см2). А Sбок = 220 см2 (по условию).

Так что S = 2 ⋅ 12 3 + 220 = 220 + 324  (см2).

31. В прямом параллелепипеде стороны основания 3 см и 5 см,
а одна из диагоналей основания 4 см. Найдите большую диагональ
параллелепипеда, зная, что меньшая диагональ образует с плоско-
стью основания угол 60°.
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По условию А1D1 = 3см, D1С1 = 5см,
D1B1 = 4см. Так как основание является па-
раллелограммом, а у параллелограмма сум-
ма квадратов диагоналей равна сумме квад-
ратов его сторон, то 2 А1В1

2 + 2 ⋅ А1D1
2
 =

=A1C1
2+B1D1

2.
Так что:

A1C1= =−⋅+⋅ 2
11

2
11

2
11 22 BDDABA

= 5245232 222 =−⋅+⋅  (см). Так что А1С1>D1B1, а значит, диаго-
наль BD — меньшая, а А1С — большая.

Далее, в ∆BB1D1: BB1=B1D1⋅tg60°=4 3 (см). CC1=BB1=4 3 см.
Далее, в ∆СС1A1 по теореме Пифагора:

A1C = 10100)34()52( 222
1

2
11 ==+=+CCCA (см).

Ответ: 10 см.

32.  Найдите диагонали прямого параллелепипеда, у которого
каждое ребро равно а, а угол основания равен 60°.

Так как каждое ребро равно а, то ∆ABD — равнобедренный
(AB=AD=a) и так как ∠BAD=60°, то ∆ABD является равносторон-
ним и BD = AB = a.

Далее, из прямоугольного ∆BB1D по теореме Пифагора

B1D = 2222
1

2 aaaBBBD =+=+ .
В ∆ADС по теореме косинусов

AС= o120cos222 ⋅⋅−+ DCADDCAD =

= 3
2
12 222 aaaa =





−⋅−+ .

А из прямоугольного ∆АСС1 по теореме Пифагора:

АС1= aaaCCAC 23 222
1

2 =+=+ .

Ответ: 2a  и 2а.
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33. Боковое ребро прямого параллелепипеда 5 м, стороны осно-
вания 6 м и 8 м, а одна из диагоналей основания 12м. Найдите диа-
гонали параллелепипеда.

Основание параллелепипеда — параллелограмм ABCD со сто-
ронами АВ=6 м, AD=8 м и диагональю АС=12 м. Так как в парал-
лелограмме сумма квадратов всех сторон равна сумме квадратов
диагоналей, то 2⋅AB2 + 2AD2 = AC2 + ВD2. Откуда получаем:

BD= =−⋅+⋅ 222 22 ACADAB 56128262 222 =−⋅+⋅ (м).
Далее, в прямоугольном ∆АСС1 по теореме Пифагора:

АС1 = 222
1

2 512 +=+CCAC = 13(м). А в прямоугольном

∆BВ1D     B1D = ( ) 222
1

2 556 +=+ BBBD = 81 = 9(м).
Ответ: 13 м и 9 м.

34. В прямом параллелепипеде боковое ребро 1м, стороны ос-
нования 23дм и 11дм, а диагонали основания относятся как 2:3.
Найдите площади диагональных сечений.

Основание параллелепипеда — параллелограмм со сторонами
а1 = 23дм и а2 = 11дм и диагоналями d1 и d2, отношение которых
d1 : d2 = 2 : 3. Пусть d1 = 2k, тогда d2 = 3k.

В параллелограмме сумма квадратов всех сторон равна сумме
квадратов диагоналей, так что
2a1

2 + 2а2
2 = d1

2 + d2
2 , то есть

2 · 232 + 2 · 112 = (2k)2 + (3k)2, 13k2 = 1300,  k=10 (дм).
Так что d1 = 20(дм) и d2 = 30(дм). Далее, высота h = 1м = 10дм и

площади диагональных сечений вычисляются по формулам:
S1 = d1 ⋅ h = 20 ⋅ 10 = 200(дм2) = 2 (м2).
S2 = d2 ⋅ h = 30 ⋅ 10 = 300(дм2) = 3 (м2).
Ответ: 2м2 и 3м2.
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35. Найдите диагонали прямоугольного параллелепипеда по
трем его измерениям: 1) 1, 2, 2; 2) 2, 3, 6; 3) 6, 6, 7.

Квадрат диагонали прямоугольного параллелепипеда равен
сумме квадратов трех его измерений, то есть d2 = a2 + b2 + c2. Так

что  d = 222 cba ++ :

1) d = 39221 222 ==++ ;

2) d = 749632 222 ==++ ;

3) d = 11121766 222 ==++ .

36. Ребро куба равно а. Найдите расстояние от вершины куба
до его диагонали, соединяющей две другие вершины.

Имеем A1D = 2a (из ∆АА1D). Далее, ∆Α1B1D — прямоуголь-
ный, A1B1 = a, A1D = 2 .

Далее, квадрат диагонали в прямоугольном параллелепипеде
равен сумме квадратов трех его измерений, то есть
В1D2 = a2 + a2 + a2, так что B1D = a 3

Площадь ∆A1B1D равна:

S = 
2
1 A1B1 ⋅ A1D =

2
1 А1Н ⋅ В1D, так что

A1H =
3
2

3
2

1

111 a
a

aa
DB

DABA
=

⋅
=

⋅ .

Ответ: 
3
2a .

37. В прямоугольном параллелепипеде стороны основания 7 дм
и 24 дм, а высота параллелепипеда 8 дм.

Найдите площадь диагонального сечения.
Основание параллелепипеда — прямоугольник со сторонами

а1 = 7дм и а2 = 24дм.
Тогда его диагональ по теореме Пифагора:

b= 2222 247 +=+ba = 25(дм).
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Диагональное сечение — это прямоугольник со сторонами
b = 25дм и с = 8дм (высота).

Тогда площадь диагонального сечения равна:
S = b ⋅ c = 25 ⋅ 8 = 200(дм2) = 2(м2).

Ответ: 2 м2.

38. Найдите поверхность прямоугольного параллелепипеда по
трем его измерениям: 10 см, 22 см, 16 см.

Пусть а = 10см, b = 22 см и с = 16 см — измерения параллеле-
пипеда. Так как противоположные грани равны, то и площади их
равны. А значит, площадь поверхности параллелепипеда равна:
S = 2ab+2bc+2ac = 2⋅10⋅22+2⋅22⋅16+2⋅10⋅16 = 1464 (см2).
Ответ: 1464 см2.

39. Найдите боковую поверхность прямоугольного параллеле-
пипеда, если его высота h, площадь основания Q, а площадь диа-
гонального сечения Μ.

Основание параллелепипеда —прямоугольник со сторонами
AB = а и AD = b.

Тогда диагональ BD находим по теореме Пифагора:
BD = 22 ba + .

А площадь основания равна
Q = AB · AD = а ⋅ b.

Площадь прямоугольника BB1D1D, равна М = BD ⋅ h, так что

BD =
h
М .

Следовательно: 2

2

h
М = а2 + b2, а Q = ab.

Тогда:

2

2

h
М + 2Q = а2 + b2 + 2ab, то есть 

2

2

h
М + 2Q = (а + b)2.

Так что: a + b = Q
h
М 22

2
+ .
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Площадь  боковой  поверхности  равна:

S = P ⋅ h = 2(a + b)h = 2h Q
h
М 2

2

2
+ = 2 22 2QhМ + .

40. Диагонали трех граней прямоугольного параллелепипеда,
сходящиеся в одной вершине, равны а, b и с. Найдите линейные
размеры параллелепипеда.

Пусть х, у, z линейные размеры прямоугольного параллелепи-
педа. Тогда по теореме Пифагора:

x2 + у2 = с2.
y2 + z2 = a2.
z2 + x2 = b2.
Сложим первые два уравнения и вычтем третье:

2у2 = c2 + a2 - b2. Так что у= )(
2
1 222 bac −+ .

Аналогично:  2z2 = a2 + b2 - c2,   z = )(
2
1 222 bac −+

и   2x2 = b2 + c2- a2,   x = )(
2
1 222 acb −+ .

41. Основание пирамиды — равнобедренный треугольник, у
которого основание равно 12 см, а боковая сторона — 10 см. Боко-
вые грани образуют с основанием равные двугранные углы, со-
держащие по 45°. Найдите высоту пирамиды.
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Проведем перпендикуляр SO к плоскости основания и перпен-
дикуляры SK, SM и SN к сторонам ∆ABС. Тогда по теореме о трех
перпендикулярах OK ⊥ BC, ОМ ⊥ АС и ON ⊥ AB.

Тогда, ∠SKO = ∠SMO = ∠SNO = 45° — как линейные углы
данных двугранных углов.

А следовательно, прямоугольные треугольники SKO, SMO и
SNO равны по катету и острому углу.

Так что OK=OM=ON, то есть точка О является центром окруж-
ности, вписанной в ∆АВС.

Выразим площадь прямоугольника АВС:
S= =−⋅−⋅−⋅=−−− )1216()1016()1016(16))()(( BCpACрABрр 48(см)

С другой стороны, S = p ⋅ r. Так что r =
16
48

=
p
S = 3 (см). ОК=r=3 см.

Так как в прямоугольном треугольнике SOK острый угол равен
45°, то ∆SOK является равнобедренным и SO=OK=3 см.

Ответ: 3 см.

42. Основание пирамиды — прямоугольник со сторонами 6 см
и 8 см. Каждое боковое ребро пирамиды равно 13 см.

Вычислите высоту пирамиды.

Так как SA = SB = SC = SD, то прямоугольные треугольники
ASO, BSO, CSO и DSO равны по гипотенузе и общему катету SO.

Тогда AO = BO = CO = DO, а значит, точка О является точкой
пересечения AC и BD.

В ∆ABD:

BD= 2222 86 +=+ ADAB =10(см). Тогда

OD =
2
1 BD = 5(см). Далее,

в ∆SOD по теореме Пифагора:

SO = 2222 513 −=−ODSD = 12(см).
Ответ: 12 см.
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43. Основанием пирамиды является правильный треугольник;
одна из боковых граней перпендикулярна основанию, а две другие
наклонены к нему под углом α.

Как наклонены к плоскости основания боковые ребра?

Допустим, плоскость SBC перпендикулярна основанию. Тогда
SK ⊥ BC является высотой пирамиды. Проведем SM ⊥ AC и
SN ⊥ AB. По теореме о трех перпендикулярах КМ ⊥ АС и KN ⊥ AB.
Значит, ∠SNK = ∠SMK = α как линейные углы данных двугранных
углов.

Тогда ∆SMK = ∆SNK по катету и острому углу. Так что
MK = NK. Далее, ∆MKC= ∆NKB (так как MK = NM и ∠С=∠В =60°).

Так что КС = KB =
2
a .

Далее, в ∆СMK:

МК = KC ⋅ sin 60° = 
4

3
2
3

2
аа

=⋅ .

В ∆СAK:    АK = AC ⋅ sin 60° =
2

3a .

В ∆SMK:   SK = MK ⋅ tgα = 
4

3а ⋅ tgα.

В ∆SCK:   tg∠SCK = α=
⋅

⋅α⋅
= tg

2
3

4
2tg3

a
a

KC
SK .

∠SCK = ∠SBK = arctg 









αtg

2
3 .

В ∆SΑΚ:    tg∠SAK = α=
⋅

⋅α⋅
= tg

2
1

34
2tg3

a
a

AK
SK .

Так что ∠SAK = arctg 1
2

tgα





.
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44. В основании пирамиды лежит прямоугольный треугольник
с гипотенузой а. Каждое боковое ребро образует с плоскостью ос-
нования угол β. Найдите ее высоту.

Построим высоту пирамиды SK. Тогда прямоугольные тре-
угольники SAK, SBK, SCK равны по катету и острому углу (SK —
общий катет и острые углы β). Так что АК=ВК=СК, то есть точка
К является центром окружности, описанной около основания, так

что К лежит на гипотенузе ВС и СК = КВ =
2
а .

Далее, в ∆SKC:   SK = KC ⋅ tg β = 
2
tgβа .

Ответ: 
2
tgβа .

45. Основание пирамиды — прямоугольный треугольник с ка-
тетами 6 см и 8 см. Все двугранные углы при основании   пирами-
ды   равны   60°. Найдите высоту пирамиды.

Проведем SO — высоту пирамиды и перпендикуляры SK, SM и
SN к соответствующим сторонам ∆АВС.

Тогда по теореме о трех перпендикулярах OK ⊥ ВC, ОМ ⊥ АС и
ON ⊥ AB. Так что ∠SKO = ∠SMO = ∠SNO = 60° — линейные углы
данных двугранных углов. Значит, треугольники SKO, SMO и SNO
равны по катету и острому углу. Тогда OM = OK = ON, то есть
точка О является центром окружности, вписанной в основание. В
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прямоугольном ∆АВС: AB = 2222 86 +=+ ВСАС  = 10(см). То-
гда площадь ∆АВС равна:

S = 
2
1 AС ⋅ ВС = 

2
1
⋅ 6 ⋅ 8 = 24(см2). С другой стороны, S = pr.

Так что r =
12
24

=
p
S = 2(см).

Далее, в ∆SΜΟ:  SO = MO ⋅ tg 60°= r ⋅ 323 = (см).
Ответ: SO = 32

46. Основание пирамиды — параллелограмм, у которого сторо-
ны 3 см и 7 см, а одна из диагоналей 6 см.

Высота пирамиды проходит через точку пересечения диагона-
лей, она равна 4 см.  Найдите боковое ребро пирамиды.

Так как основание пирамиды — параллелограмм, то BO = DO и
АО = ОС.

Тогда треугольники AOS и COS равны по двум катетам. Тре-
угольники BOS и DOS также равны.

Так что BS = DS и AS = CS. Далее,

OD =
2
1 BD =

2
1  ⋅ 6 = 3(cм).

В ∆DOS по теореме Пифагора имеем:

DS = 2222 34 +=+ODSO  = 5(cм).
BS = DS = 5 см.

Далее, в параллелограмме сумма квадратов всех сторон равна
сумме квадратов диагоналей, то есть 2 ⋅ AB2 + 2 ⋅ AD2 = BD2 ⋅ AC2.

Так что, AC = 806723222 222222 =−⋅+⋅=−+ BDADАВ (см).
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Поэтому AO = 
2
1 AC = 2080

2
1

=⋅ (cм) и в прямоугольном

∆AOS по теореме Пифагора получаем:

AS = 2222 )20(4 +=+ AOSO = 6(см).
CS = AS = 6 см.

47. Основание пирамиды — ромб с диагоналями 6 м и 8 м; вы-
сота пирамиды проходит через точку пересечений диагоналей
ромба и равна 1 м.  Найдите боковую поверхность пирамиды.

∆AOD = ∆COD (так как АО = ОС =
2
1 АС и OD — общая).

Тогда высоты ОМ=ОК. Значит, прямоугольные ∆SOM и ∆SOK
равны по двум катетам. Так что SM = SK.

Поэтому во всех боковых гранях высоты, проведенные к сторо-
нам основания, равны. Так что площадь боковой поверхности равна

Sбок = 
2
1 P ⋅SM = 

2
1 ⋅ 4AD ⋅ SM = 2 ⋅ AD ⋅ SM.

Так в ∆AOD: АО =
2
1 АС = 4 м, а OD =

2
1 BD = 3 м. Так что по

теореме Пифагора AD = 22 ODAO + = 5 (см). Далее, площадь
∆AOD равна:

S =
2
1 AO ⋅ ОD =

2
1 ОМ ⋅ AD.

ОМ =
5
43 ⋅

=
⋅

AD
ODAO = 2,4 (м).

Тогда в ∆SOM:

SM = 2222 1)4,2( +=+OMSO = 2,6 (м).

и Sбок = 2 ⋅ AD ⋅ SM = 2 ⋅ 5 ⋅ 2,6 = 26(м2).
Ответ: 26 м2.
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48. Основание пирамиды — равнобедренный треугольник со
сторонами 40 см, 25 см и 25 см. Ее высота проходит через вершину
угла, противолежащего стороне 40 см, и равна 8 см.

Найдите боковую поверхность пирамиды.

В ∆ABС АВ = АС = 25см и BС = 40см.
Проведем АК ⊥ ВС. Тогда по теореме о трех перпендикулярах

SK ⊥ BC.

SASC = SASB =
2
1 AS ⋅ AC =

2
1  ⋅ 25 ⋅ 8 = 100 (см2).

Далее, КС = 
2
1 ВС = 

2
1 ⋅ 40 = 20(см).

Так что в ∆АСК:

АК = 2222 2025 −=− КСАС = 15 (см).
Далее, в ∆ASK:

SK = 2222 158 +=+ АКАS =17(см).
Поэтому площадь ∆SBC равна:

SSBC = 
2
1 ⋅ BC ⋅ SK = 

2
1 ⋅ 40 ⋅ 17 =340(cм2). Так что

площадь боковой поверхности равна Sбок = SASC + SASB + SSBC =
= 100 + 100 + 340 = 540 (см2).
Ответ: 540 см2.

49. Основание пирамиды — квадрат, ее высота проходит через
одну из вершин основания.

Найдите боковую поверхность пирамиды, если сторона основа-
ния равна 20 дм, а высота — 21 дм.
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Пусть SB — высота.
Так как ABCD квадрат, то АВ = ВС =CD = AD = 20 дм, AB⊥AD и

BC⊥DC. Тогда, по теореме о трех перпендикулярах AS⊥AD и
CS⊥DC.

Далее, треугольники ASB и CSB равны по двум катетам, а зна-
чит, их площади также равны.

SABS = SCBS = 
2
1 AB ⋅ SB = 

2
1  · 20 · 21=210(дм2).

Далее, в ∆ASB:

AS = 2222 2120 +=+ SBАВ = 29(дм). Так как ∆SAB = ∆SCB, то
AS = SC, и прямоугольные треугольники ASD и CSD равны по
двум катетам, а значит, их площади тоже равны:

SASD = SCSD = 
2
1 AD ⋅ AS =  

2
1
⋅ 20 ⋅ 29 = 290(дм2).

Так что Sбок = 2SABS + 2SASD = 2 ⋅ 210 + 2 ⋅ 290 = 1000(дм2) = 10(м2).
Ответ: 10 м2.

50. Постройте сечение пирамиды плоскостью, проходящей че-
рез вершину пирамиды и две данные точки на ее основании.

Пусть данные точки M и N, лежащие на основании пирамиды.
Тогда MN пересекает ребра пирамиды в некоторых точках Р и Q.
Так как точка P лежит с вершиной S в одной плоскости, то можно
провести отрезок РS. Так как точка Q лежит с вершиной S в одной
плоскости, то можно провести отрезок QS. Так что SQP — искомое
сечение.

51. Постройте сечение треугольной пирамиды плоскостью,
проходящей через сторону основания пирамиды и данную точку
на противолежащем ребре.

Так как точки В и М лежат в одной плоскости DBC, то можно
провести отрезок MB, так как точки Α и Μ лежат в одной плоско-
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сти ADC, то можно провести отрезок AM. AMВ — искомое сече-
ние, так как АВ∈АМВ и М∈АМВ.

52. Постройте сечение четырехугольной пирамиды плоскостью,
проходящей через сторону основания и точку на одном из боковых
ребер.

Пусть М точка на боковом ребре. Сторона ВС принадлежит се-
чению. Тогда возможны два случая:

S
N M

A D

B C

l

1) ВС || AD. Тогда через точку М проведем прямую, параллель-
ную AD и лежащую в плоскости (ASD), которая пересечет прямую
AS в некоторой точке N. Тогда MN || BC. Через 2 параллельные
прямые можно провести плоскость. Так что BNMC — искомое се-
чение.

2) ВС  не параллельно AD (общий случай). Тогда проведем
прямые AD и ВС до пересечения в точке X. Далее, прямая ХМ пе-
ресекает AS в некоторой точке N.

Тогда BNMC — искомое сечение.

53. У четырехугольной усеченной пирамиды стороны одного
основания равны 6, 7, 8, 9 см, а меньшая сторона другого основа-
ния равна 5 см. Найдите остальные стороны этого основания.

У усеченной пирамиды основания подобны. Зная меньшие сто-
роны нижнего и верхнего оснований, найдем коэффициент подо-

бия: k = 
6
5 . Тогда соответствующие стороны равны 7 ⋅ k = 7 ⋅ 

6
5  =

=
6
35 (см),  8 ⋅ k = 8 ⋅ 

3
20

6
5
= (см)  и  9 ⋅ k = 9 ⋅ 

2
15

6
5
= (см).
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54. Боковое ребро пирамиды разделено на четыре равные части,
и через точки деления проведены плоскости параллельные основа-
нию. Площадь основания равна 400 см2.

Найдите площади оснований.
Задача решена в учебнике п. 183, стр. 70.

55. Высота пирамиды равна 16 м. Площадь основания равна
512м2. На каком расстоянии от основания находится сечение, па-
раллельное ему, если площадь сечения 50 м2?

Сечение, параллельное основанию, отсекает от данной пирами-
ды другую пирамиду, подобную данной. Отношение площадей по-
добных фигур равны квадрату коэффициента подобия.

Так что имеем по условию k2= 
512
50 . Так что k= 

16
5 . Отноше-

ние высот равно коэффициенту подобия.
Так что высота меньшей пирамиды равна x = k ⋅ 16м = 5м.

А значит, расстояние, на котором находится сечение от основания,
равно h = 16 – x = 11 (м).

Ответ: 11 м.

56. В правильной треугольной пирамиде с высотой h через сто-
рону основания а проведена плоскость, пересекающая противоле-
жащее боковое ребро под прямым углом.

Найдите площадь сечения.

Пусть АВСS пирамида, АВС — правильный треугольник.
Плоскость ADC перпендикулярна ребру BS. Тогда треугольни-

ки ADB, CDB и MDB прямоугольные.
∆ADB = ∆CDB по гипотенузе и катету (АВ = ВС = а и DB —

общий катет).  Так что AD = DC.
Следовательно, ВМ и DM — медианы и высоты треугольников.

Тогда ВМ = 
2

3а  (так как АВС — равносторонний).

Высота SН в правильной пирамиде проходит через центр ок-
ружности, описанной около основания.

Так что НВ = R = 
3

3а .

Далее, в прямоугольном ∆SНB:

SB = 
3

3
3

222
222 ahahHBSH +

=+=+
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В прямоугольных ∆SНB и ∆ΜDB острый угол ∠SBM — общий.
Значит, ∆SНB ∼ ∆MDB по двум углам. Так что

SB
MB

SH
MD

= , откуда получаем, что

MD = 
2222 32

3

3
32

3

ah

ha

ah

ah
SB

MBSH

+
=

+
⋅

⋅
=

⋅ .

А площадь сечения находим по формуле:

S = 
22

2

22 34

3

32

3
2
1

2
1

ah

ha

ah

haaMDAC
+

=
+

⋅⋅=⋅ .

57. Высота правильной четырехугольной пирамиды равна 7 см,
а сторона основания — 8 см. Найдите боковое ребро.

Высота правильной пирамиды проходит через центр окружно-
сти, описанной около основания. Так как основание данной пира-
миды — квадрат, то О — точка пересечения диагоналей.

Так что OC=
2
1 ВС=

2
1 АВ 242 = (см).

Далее, в прямоугольном ∆SOC по теореме Пифагора находим

SC = 2222 )24(7 +=+OCSO = 81 = 9(см).
Ответ: 9 см.

58. В правильной четырехугольной пирамиде плоский угол при
вершине равен α.

Найдите двугранный угол x при основании пирамиды.
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Высота SO правильной четырехугольной пирамиды проходит
через центр пересечения диагоналей AD и ВС.

Проведем SM⊥DC. Тогда по теореме о трех перпендикулярах
OM ⊥ DC.

Значит, ОМ — радиус окружности, вписанной в квадрат, по-

этому ОМ =
2

AB . В равнобедренном ∆DSC ∠DSC = α. Высота SM

является медианой и биссектрисой, так что

∠CSM = 
2
α , а СМ =

2
AB . В ∆SMC : SM = 

2
2

2
α

=
α tg

AB

tg

CM .

Так как ∠SMO является линейным углом двугранного угла, об-
разованного плоскостью основания и боковой гранью, то ∠SMO=x
и из ∆SMO:

cos x = cos ∠SMO = 
22

2
2 α

=
⋅

α
⋅

= tg
AB

tgAB

SM
OM .

Так что x = arccos 





 α

2
tg .

59. По данной стороне a и боковому ребру b найдите высоту
правильной пирамиды: 1) треугольной; 2) четырехугольной;
3) шестиугольной.

В правильной пирамиде высота SO проходит через центр ок-
ружности, описанной около основания.

Значит, AO = R. А из ∆ASO:

SO = 2222 RbAOAS −=−
Тогда:

1) В равностороннем треугольнике R = 
3

32 .

Значит, SO = 
33

3 2
2

2
2 abab −=










− .
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2) В квадрате R = 
2

2a . Так что

SO = 
22

2 2
2

2
2 abab −=










− .

3) В правильном шестиугольнике R= a. Поэтому

SO = 22 ab − .

60. По данной стороне основания а и высоте b найдите апофему
правильной пирамиды: 1) треугольной; 2) четырехугольной;
3) шестиугольной.

В правильной пирамиде высота SO проходит через центр ок-
ружности, вписанной в основание. Пусть SM — апофема. То есть
SM ⊥ DC. Тогда по теореме о трех перпендикулярах OM⊥DC. Зна-
чит, ОМ = r.

Далее, по теореме Пифагора в ∆SOM:

SM = 2222 rbOMSO +=+ . Тогда

1) В правильном треугольнике r = 
6

3a . Так что

SM = 
126

3 2
2

2
2 abab +=










+ .

2) В квадрате r = 
2
a ; так что SM =

42

2
2

2
2 abab +=






+ .

3) В правильном шестиугольнике r = 
2

3a ; так что

SM =
4

3
2

3 2
2

2
2 abab +=










+
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61. По стороне основания а и высоте b найдите полную по-
верхность правильной пирамиды:

1) треугольной;
2) четырехугольной;
3) шестиугольной.

В правильной пирамиде апофема

SM = 2222 rbOMSO +=+  (смотри задачу № 60).
Полная поверхность S = Sосн + Sбок.
Так как боковая поверхность состоит из n равных треугольни-

ков с основанием а и высотой, равной апофеме SM, то

Sбок = n ⋅
2
1
⋅ a ⋅ SM =

2
1 (na) ⋅ SM =

2
1 P ⋅ 22 rb + ,

где Ρ — периметр основания. Тогда

1) В правильном треугольнике Sосн = 
4

32a  и r = 
6

3a .

Тогда Sбок = 22
2

2 12
4

3
12

3
2
1 abaaba +=+⋅⋅ . Так что

S = 





 ++=++ 2222

2
12

4
312

4
3

4
3 abaaabaa .

2) В квадрате Sосн = a2 и r = 
2
a . Так что

Sбок = 22
2

2 4
4

4
2
1 abaaba +⋅=+⋅ . Тогда S = a2 + a ⋅ 224 ab +

3) В правильном шестиугольнике

Sосн = 6 ⋅ 
2

33
4

3 22 aa
=  и  r = 

2
3a . Так что

Sбок = 22
2

2 34
2

3
4

36
2
1 abaaba +⋅=+⋅⋅ . Поэтому

S = 





 ++=+⋅+ 2222

2
343

2
334

2
3

2
33 abaaabaa .
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62. Найдите полную поверхность правильной шестиугольной
пирамиды, если ее боковое ребро а, а радиус окружности, вписан-
ной в основание, r.

В правильном шестиугольнике сторона выражается через ради-

ус вписанной окружности по формуле: АВ=
3

32r .

Далее, площадь правильного шестиугольника равна:

Sосн = 6 ⋅ 32
9

346
4

3 2
22

rrAB
=

⋅⋅
⋅= .

Далее, в ∆SMB:

МВ = 
3
3

2
1 rAB = , SB = a. Тогда по теореме Пифагора:

SM =
3

2
222 raMBSB −=− .

Площадь боковой поверхности правильной пирамиды равна

Sбок= SMP ⋅⋅
2
1 , где Ρ – периметр основания (SM – апофема). Так

что

Sбок = 22
2

2 32
33

326
2
16

2
1 rbrrbrSMAB −=−⋅⋅⋅=⋅⋅ . Тогда

площадь полной поверхности равна:

S = 2r2 )33(2323 2222 rbrrrbr −+=−+ .

63. В правильной четырехугольной пирамиде боковая поверх-
ность равна 14,76 м2, а полная поверхность — 18 м2. Найдите сто-
рону основания и высоту пирамиды.
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Площадь основания равна разности площадей полной и боко-
вой поверхности. То есть Sосн = S – Sбок = 18 – 14,76 = 3,24(м2)

Так как ABCD — квадрат, то AВ= Socн = 3 24, = 1,8 (м).
Так как в правильной пирамиде

Sбок =
2
1 ·P·h, где Ρ — периметр основания и h — апофема, то

получаем, что

h = SM = 
8,14
76,142

4
22 бокбок

⋅
⋅

=
⋅
⋅

=
AB

S
P

S  = 4,1 (м).

Далее, по теореме Пифагора в ∆SOM:

SO = 2222 9,01,4 −=−OMSM = 4(м), так как ОМ =
2
1 АВ = 0,9(м).

Ответ: 1,8 м и 4 м.

64. По стороне основания а найдите боковую поверхность пра-
вильной четырехугольной пирамиды, у которой диагональное се-
чение равновелико основанию.

D

С

Диагональное сечение представляет собой ∆ASC с высотой SO,
равной высоте пирамиды, и основанием АС, являющимся диагона-
лью квадрата АВCD. Так что AC = AВ 2 = a 2 .

Так как диагональное сечение равновелико основанию, то по-

лучаем: 
2
1 AC ⋅ SO = AD2 и SO =

2
2 2

a
a =a 2 .

Далее, в ∆SOM по теореме Пифагора:

SM = 
4

2
2

222 aaOMSO +=+ = 1,5a.

Площадь боковой поверхности правильной пирамиды равна

Sбок = 
2
1  ⋅ P ⋅ SM, где Ρ — периметр основания (SM — апофема).

Так что Sбок = 
2
1
⋅ 4a ⋅ 1,5a = 3a2.

Ответ: 3а2.
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65. Найдите боковую поверхность пирамиды, если площадь ос-
нования Q, а двугранные углы при основании φ.

Площадь основания равна сумме ортогональных проекций бо-
ковых граней, а боковые грани составляют с основанием равные

углы φ, поэтому Sбок = 
ϕcos

Q .

66. Найдите двугранные углы при основании правильной пира-
миды, у которой площадь основания равна Q, а боковая поверх-
ность S.

Как и в предыдущей задаче:

Sбок = 
ϕcos

Q . Так что cos ϕ = 
S
Q , ϕ = arccos

S
Q .

67. Найдите сторону основания и апофему правильной тре-
угольной пирамиды, если ее боковое ребро равно 10 см, а боковая
поверхность равна 144 см2.

Пусть АВ = ВС = АС = x, а SM = y — апофема. Тогда из ∆ASM
по теореме Пифагора имеем: AS2 = AM2 + SM2, то есть

102 = x2

4
 + y  или 400 = x2 + 4y2.

Так как площадь боковой поверхности правильной пирамиды

S = 
2
1
⋅ P ⋅ h, где

Ρ — периметр основания и  h — апофема, то 144 = 
2
1
⋅ 3x ⋅ y, то

есть xy = 96. Имеем:
x y
xy

2 24 400
96

+ =
=







x2 + 4xy + 4y2 = 400 + 4 ⋅ 96;
(x + 2y)2 = 784;
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x + 2y = 28;
x = 28 – 2y. Тогда 96 = (28 – 2y)y,
96 = 28y – 2y2,
y2 – 14y + 48 = 0;  y = 6 или y = 8. Тогда x = 16 или x = 12.
Ответ: 16 см и 6 см или 12 см и 8 см.

68. В правильной четырехугольной пирамиде найдите сторону
основания, если боковое ребро равно 5 см, а полная поверхность
—16 см2.
Пусть АВ = ВС = СD = AD = x, а SM = y — апофема. Тогда по тео-
реме Пифагора в ∆SMC:

SC2 =SM2 + MC2 , 52 = y2 + x2

4
, то есть x2 + 4y2 = 100.

Полная поверхность равна S = Sосн + Sбок , где Sосн — площадь

квадрата, то есть Sосн = x2 и Sбок = 2
1 · P · h, где Ρ — периметр осно-

вания и h — апофема, так что Sбок = 2xy.
Так что x2 + 2xy = 16.
Имеем:

x y

x xy

2 2

2

4 100

2 16

+ =

+ =






,  y = 16

2

2− x
x

Так что x2 + 4 16
2

2 2
−









x
x

= 100, то есть

x4 – 100x2 + (16 – x2)2 = 0
x4 – 66x2 + 128 = 0. Пусть x2 = a, тогда
a2 – 66a + 128 = 0,  a = 2 или a = 64. Тогда x = 2  или х = 8.
Но при х = 8 площадь основания больше полной.
Так что х= 2 .
Ответ: 2 см.

69. Докажите, что боковая поверхность правильной усеченной
пирамиды равна произведению полусуммы периметров оснований
на апофему.

Задача решена в учебнике п. 184, стр. 71.

70. Высота правильной четырехугольной усеченной пирамиды
равна 7 см. Стороны оснований равны 10 см и 2 см. Найдите боко-
вое ребро пирамиды.
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Рассмотрим диагональное сечение АА1С1С, AA1=CC1 и A1C1||AC.
Так что АА1С1С — равнобедренная трапеция.

A1С1 и АС —  диагонали квадратов, лежащих в основании усе-
ченной пирамиды. Значит,
А1С1 = А1В1 ⋅ 2 = 2 2 (см) и AC = AВ · 2 =10 2  (см).

Так как A1K⊥AC и C1H⊥AC то А1С1НК —  прямоугольник и
А1К=С1Н = 7 см.

Прямоугольные треугольники ΑΑ1Κ и СС1Н равны по гипотену-
зе и катету. Так что АК=СН. Тогда

СН = АК = 
2
1 (АС - А1С1) = 

2
1 (10 2 - 2 2 ) = 4 2  (см.)

Далее, по теореме Пифагора в ∆ΑΑ1Κ:

AA1= ( ) 814932724 222
1

2 =+=+=+ KAAK = 9 (см).
Ответ: 9 см.

71. Стороны оснований правильной усеченной треугольной пи-
рамиды 4дм и 1дм. Боковое ребро 2 дм.

Найдите высоту пирамиды.

Дополним усеченную пирамиду до полной.
Так как в правильной пирамиде высота проходит через центр

окружности, описанной около основания, то точки О и О1 — цен-
тры описанных вокруг ∆АВС и ∆А1В1С1 окружностей.

Тогда

3
3

1
ABRAO == 3

34
= (дм) и
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3
3

3
311

211 ===
BA

ROA  (дм).

АА1О1О — прямоугольная трапеция.
Проведем A1K⊥AO. Тогда

Α1О1ОК —  прямоугольник, и А1О1 = KО =
3
3  (дм).

Так что AK = AO – KO = 3
3
3

3
34

=− (дм).

Далее, в ∆АА1К по теореме Пифагора:

A1K = 2222
1 )3(2 −=− AKAA  =1(дм).

Ответ: 1 дм.

72. В правильной четырехугольной усеченной пирамиде высота
равна 2 см, а стороны оснований — 3 см и 5 см. Найдите диагональ
этой пирамиды.

Диагональным сечением данной пирамиды является равнобо-
кая трапеция АА1С1С.

Так как A1С1 и АС — диагонали квадратов, A1B1C1D1 и ABCD, то
A1С1 = A1В1 ⋅ 2 = 3 2 (см) и AC=AВ ⋅ 2 = 5 2  (cм).

Проведем A1K⊥AC и C1H⊥AC.
Тогда А1С1НК —  прямоугольник и А1С1 = КН.
Так что, прямоугольные треугольники АА1К и СС1Н равны по

гипотенузе и катету.

Тогда, АК=СН=
2
1 (АС – А1С1 ) = 2

1 (5 2 – 3 2 ) = 2 .

Тогда СК = АС – АК = 5 2 – 2 = 4 2  (см)
и по теореме Пифагора в ∆А1СК:

А1С = 2222
1 )24(2 +=+CKKA = 6(см).

Ответ: 6 см.
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73. Стороны оснований усеченной правильной треугольной пи-
рамиды 2 см и 6 см. Боковая грань образует с большим основанием
угол 60°. Найдите высоту.

Дополним усеченную пирамиду до полной.
Так как в правильной пирамиде высота проходит через центр

окружности, вписанной в основание, то О и О1 — центры окруж-
ностей, вписанных в АВС и А1В1С1.

Проведем SK⊥AC, а значит, и SK1⊥A1C1.
Тогда по теореме о трех перпендикулярах ОК⊥АС и OK1⊥A1C1.

Значит, ОК и O1K1 —  радиусы окружностей, вписанных в правиль-
ные треугольники AВС и A1B1C1.

Так что, ОК = 
6

36
6

3
=

⋅AB = 3  (см) и

O1K1 = 
3
3

6
32

6
311 ==

⋅BA (см). Далее, проведем K1H⊥KO.

Тогда K1O1OH — прямоугольник, значит, К1Н = ОО1

Так как ∠K1KH является линейным углом двугранного угла
между основанием и боковой гранью, то ∠K1KH = 60° (по усло-
вию).

Тогда в ∆К1ΚΗ:    Κ1Η = ΚΗ ⋅ tg∠K1KH = 3 КН.

КН = KO – ОH = КО – К1О1 = 3
32

3
33 =









− .

Так что К1Н =
3

323 ⋅ = 2 (см).

ОО1 = К1Н = 2 см
Ответ: 2 см.
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74. В правильной усеченной треугольной пирамиде сторона
большего основания а, сторона меньшего b. Боковое ребро образу-
ет с основанием угол 45°.

Найдите площадь сечения, проходящего через боковое ребро и
ось пирамиды.

Так как в правильной пирамиде высота проходит через центр
окружности, описанной около основания, а ось правильной усе-
ченной пирамиды совпадает с осью соответствующей полной пи-
рамиды, то О и О1 — центры окружностей, описанных около
∆А1В1С1 и ∆АВС. Так что

A1O1 = R1 = 
3

3b  и  AO = R2 = 3
3a .

Далее, проведем A1K⊥AO. Так что A1O1OK — прямоугольник,

поэтому А1O1= КО. Тогда АК = АО – КО = 
3
3)(

3
3

3
3 baba

−=− .

Далее, в прямоугольном ∆АА1К ∠АА1К = 45°.

Так что, A1K = AK = (a - b)
3
3 .

В правильном треугольнике AВС АН =
2

3a ,

а в ∆A1B1C1: A1H1= 2
3b .

Площадь сечения равна площади трапеции АА1Н1Н и равна:

S =
3
3)(

2
3

2
3

2
1

2 1
11 babaKAHAAH

−⋅









+=⋅

+ =

=
3
3

2
3

2
1

⋅⋅ (a + b)(a – b) = 1
4

(a2 – b2).

Ответ: 1
4

(a2 – b2).
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75. Высота правильной четырехгранной усеченной пирамиды
равна 4 см. Стороны оснований равны 2см и 8см.

Найдите площади диагональных сечений.

В диагональном сечении находится трапеция с высотой, равной
высоте пирамиды — 4 см, и основаниями, равными диагоналям
оснований, то есть квадратов со сторонами 2 см и 8 см. Так что ос-
нования трапеции равны 2 2 см и 8 2 см.

Следовательно площадь сечения равна:

S= 2204
2

2228
=⋅

+  (см2).

Ответ: 220 .
76. В правильной треугольной усеченной пирамиде сторона

нижнего основания 8м, верхнего — 5м, а высота 3 м. Проведите
сечение через сторону нижнего основания и противоположную
вершину верхнего основания.

Найдите площадь сечения и двугранный угол между сечением
и нижним основанием.

Ось правильной усеченной пирамиды совпадает с осью соот-
ветствующей полной пирамиды, поэтому OO1 является высотой
усеченной пирамиды, а точки О и О1 — центры окружностей, опи-
санных около треугольников АВС и А1В1С1.

Тогда

А1O1= 3
35

3
311 =

BA (м) и АO=
3

38
3

3
=

AB (м).

Далее, проведем АН⊥ВС в ∆АВС. Так как ∆АВС — равносто-

ронний, то АН = 34
2

38
2

3
==

АВ (м).

Далее, по теореме о трех перпендикулярах АН⊥ВС (в ∆А1ВС).
Тогда ∠A1HA — линейный угол искомого двугранного угла. Про-
ведем А1К ⊥ АН. Тогда из прямоугольника А1О1ОК получаем, что:
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А1O1 = КО. Так что АК = АО – КО = 3
3

35
3

38
=− (м).

Тогда КН = АН – АК = 4 3 - 333 = (м). Далее,
в прямоугольном ∆А1КН

ctg∠A1HK = 3
3

33

1
==

KA
KH , так что ∠A1HK = 30°. Далее,

по теореме Пифагора в ∆А1КН:

А1Н = 2222
1 )33(3 +=+ KHKA = 6(м). Так что

площадь сечения равна SА1ВС = 
2
1 BC ⋅ A1H = 

2
1 ⋅ 8 ⋅ 6 = 24(м2).

Ответ: 24 м2 и 30°.

77.  В правильной четырехугольной усеченной пирамиде сто-
роны оснований 8 м и 2 м. Высота равна 4 м. Найдите полную по-
верхность.

Так как ось правильной усеченной пирамиды совпадает с осью
соответствующей полной пирамиды, то OO1 является высотой пи-
рамиды и точки О и О1 являются центрами окружностей, вписан-
ных в квадраты ABCD и A1B1C1D1. Тогда проведем ОК ⊥ AD и
OK1 ⊥ A1D1.

Значит, ОК и O1K1 — радиусы вписанных окружностей

OK =
2
1 AB =

2
1
⋅ 8 = 4(м) и O1К1= 2

1 А1В1= 2
1
⋅ 2=1(м).

Далее, проведем K1Н ⊥ KO. Из прямоугольника K1O1OH следу-
ет, что ОK = О1K1=1 м. Так что

KH = KO – OH = 4 – 1 = 3 (м.)

Далее, из прямоугольного ∆КК1Н найдем по теореме Пифагора:

КК1 = 232
1

2 43 +=+ HKKH = 5(м), где КК1 — апофема.
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Далее, площадь полной поверхности S=SABCD+SA1B1C1D1+S,бок

Sбок = 5
2

184
2

4 1
11 ⋅

+
⋅=⋅

+
⋅ KKADDA = 100 (м2).

SABCD = AB = 82 = 64 (м2).
SA1B1C1D1= А1В1

2 = 22 = 4 (м2).
Ответ: 168 м2.

78. Найдите полную поверхность правильной усеченной пира-
миды: 1) треугольной; 2) четырехугольной; 3) шестиугольной, если
высота h, а стороны оснований а и b.

Проведем ОК ⊥ АВ и ОК1 ⊥ А1В1.
Высота OO1 = h проходит через центры окружностей, вписан-

ных в основания. Так что ОК=r1 и О1K1 = r2.
Тогда в прямоугольном ∆ΚΚ1Η: ΚΗ = ΟΚ – ΟΗ = O1K1= r1 – r2 и

по теореме Пифагора:
КК1 = 2

21
222

1 )( rrhKHHK −+=+  — апофема.
Площадь полной поверхности равна сумме площадей S1 и S2

оснований и площади боковой поверхности. Sбок = 
2

21 РР +
⋅ КК1,

где Р1 и Р2 —  периметры оснований. Тогда:

1) В треугольной пирамиде S1 = 
4

32а  и S2 = 
4

32b , P1=3a,

P2=3b, r1 = 
6

3a  и r2 = 
6

3b . Так что КК1 = 12
)( 2

2 bah −
+  и

S = S1 + S2 + S3 = =
−

+⋅
+

++
12

)(
2

33
4

3
4

3 2
2

22 bahbaba

= 





 −++++ 2222 )(12)(

4
3 bahbaba .

2) В четырехугольной пирамиде S1 = a2, S2=b2, Р1 = 4a, Ρ2 = 4b,

r1 = 
2
a  и r2= 

2
b .
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Так что КК1 = 4
)( 2

2 bah −
+  и

S = S1 + S2 + Sбок = =
−

+⋅
+

++
4

)(
2

44 2
222 bahbaba

= a2 + b2 + (a + b) 22 )(4 bah −+ .

3) В шестиугольной пирамиде S1 = 6 ⋅ 
2

33
4

3 22 aa
= ,

S2 = 6 ⋅ 
2

33
4

3 22 bb
= , P1 = 6a, P2 = 6b, r1 = 

2
3a  и r2 = 

2
3b .

Так что КК1 = )(
4
3 222 bah −+  и

S = S1 + S2 + Sбок = ×
+

++
2

66
2

33
2

33 22 baba







 −++++⋅=

−
+× 2222

2
2 )(34)()(3

2
3

4
)(3 bahbababah

79. Докажите, что центры граней куба являются вершинами ок-
таэдра, а центры граней октаэдра являются вершинами куба.

Обозначим центры граней куба С1, С2, С3, С4, С5, С6.
Каждая грань куба граничит с четырьмя другими, так что каж-

дая из точек С будет соединена с четырьмя другими. Так как рас-
стояния между центрами граней, имеющих общее ребро, в кубе
одинаковы, то получим фигуру, имеющую 6 вершин, в каждой из
которых сходится по n ребер, и все грани представляют собой пра-
вильные треугольники.

Значит, эта фигура — октаэдр.
Наоборот:
Обозначим центры граней октаэдра С1, С2, С3, С4, С5, С6, C7, С8.
Каждая грань октаэдра граничит с тремя другими, так что

центр каждой грани будет соединен ребрами с тремя соседними
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центрами. Так как расстояния между центрами граней, имеющих
общее ребро, одинаковы, то получится фигура, имеющая восемь
вершин; из каждой вершины выходят по три одинаковых ребра и
все грани представляют собой квадраты.

Значит, эта фигура — куб.
Что и требовалось доказать.

80. Докажите, что концы двух непараллельных диагоналей про-
тиволежащих граней куба являются вершинами тетраэдра.

Соединим концы непараллельных диагоналей противолежащих
граней АВ1 и CD1.

Рассмотрим полученную фигуру AB1D1C. В каждой из четырех
А1В1D1 и С вершин сходятся три ребра. А также все отрезки АВ1,
AD1, AC, Β1D1, D1C и B1С являются диагоналями равных квадратов
и, значит, равны между собой. Так что фигура ΑΒ1D1С составлена
из четырех правильных треугольников, то есть является тетраэ-
дром.

Что и требовалось доказать.

81. Найдите двугранные углы правильного тетраэдра.
Задача решена в учебнике п. 185, стр. 72.

82. Найдите двугранные углы октаэдра.
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Проведем ось SS1, которая перпендикулярна плоскости ABCD.
Так как верхняя часть октаэдра — правильная пирамида,

то О —  центр окружности, вписанной в квадрат ABCD.

Обозначим ребро октаэдра х. Тогда, если OK⊥DC, то ОК=r=
2
x .

Проведем SК и S1K, тогда по теореме о трех перпендикулярах
имеем SK⊥DC и S1K⊥DC. Так что ∠SKS1 —  линейный угол иско-
мого двугранного угла.

Из правильного ∆SDC: SK = 
2

3x , а из ∆S1DC: S1K =
2

3x = SK.

Далее, из прямоугольного ∆SOK по теореме Пифагора получаем:

SO = 
2

2
44

3 22
22 xxxOKSK =−=− = OS1. Так что SS1=2OS= 2x .

По теореме косинусов в ∆SKS1:
SS1

2 = SK2 + S1K2  - 2SK ⋅ S1K ⋅ cos∠SKS1.

То есть ,x2 ⋅ 2 = α⋅
⋅

⋅
⋅

⋅−
⋅

+
⋅ cos

4
3

4
32

4
3

4
3 22 xxxx .

Так что, cosα = 
3
1

− . Тогда α ≈ 109°28′

Остальные двугранные углы равны найденному.

83. Какие плоскости симметрии имеет правильный тетраэдр?

Правильный тетраэдр имеет плоскости симметрии, проходящие
через какое-либо ребро, перпендикулярно противоположному реб-
ру. Так как ребер 6, то и плоскостей симметрии 6.
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84. Сколько плоскостей симметрии у правильного октаэдра,
додекаэдра и икосаэдра?

В октаэдре через пару противоположных вершин S1 и S2 прохо-
дят четыре плоскости симметрии (две из них проходят через ребра
A1S1, и A2S1 а также B1S1 и B2S1.

Еще две плоскости проходят через ось S1S2 перпендикулярно
ребрам A1B1 и A2B1, а также ребрам В1А2 и А2В2.

Далее, через пару противоположных вершин A1, A2 по тем же
соображениям проходят четыре плоскости симметрии; но одна из
них, проходящая через A1S1 и A2S1 уже была учтена.

Так что есть еще три плоскости симметрии.
Через пару противоположных вершин В1В2 проходят также че-

тыре плоскости симметрии, но две из них уже были учтены. Зна-
чит, получим всего 4+3+2=9 плоскостей симметрии.

Правильный икосаэдр имеет 12 вершин.

Через первую пару противоположных вершин проходят пять
плоскостей симметрии (каждая их них проходит через ребро, со-
держащее вершину, перпендикулярно противоположному углу).

Далее, через вторую пару противоположных вершин также
проходят 5 плоскостей, но одна из них подсчитана в первом слу-
чае, так что остаются новых четыре плоскости симметрии.

Для третьей пары получим — 3 новых плоскости, а для четвер-
той — две плоскости и для пятой пары только одна новая плос-
кость.

Через шестую пару вершин не пройдет ни одной новой плоско-
сти симметрии.
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Значит, всего 5+4+3+2+1=15 плоскостей симметрии. Правиль-
ный додекаэдр состоит из двенадцати правильных пятиугольни-
ков. Так что плоскости симметрии проходят через ребро, содер-
жащее вершину, перпендикулярно противоположному ребру.
Поэтому

через первую пару противоположных пятиугольников прохо-
дит 5 плоскостей, через вторую пару — 4, через третью — 3, чет-
вертую — 2, пятую — 1. Так что всего плоскостей симметрии
5+4+3+2+1=15.
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§21.Тела вращения.

1. Радиус основания цилиндра 2 м, а высота 3 м.
Найдите диагональ осевого сечения.

Осевое сечение является прямоугольником со сторонами
CD = 2м и AD = 4м. Так что из прямоугольного ∆ACD:

AC= 2222 34 +=+CDAD = 5(м) (по теореме Пифагора).
Ответ: 5 м.

2.  Осевое сечение цилиндра — квадрат, площадь которого Q.
Найдите площадь основания цилиндра.

Задача решена в учебнике п. 187, стр. 82.

3.  Высота цилиндра 6 см, радиус основания 5 см.
Найдите площадь сечения, проведенного параллельно оси ци-

линдра на расстоянии 4 см от нее.

В равнобедренном ∆АOD OK⊥AD; так что ОK=4 (см). Далее,
по теореме Пифагора в ∆АОК

АК= 2222 45 −=−OKOA =3(см), а AD = =2AK = 6(cм).
Тогда SABCD = AD⋅AB=6⋅6=36(см2).
Ответ: 36 см2.

4.  Высота цилиндра 8 дм, радиус основания 5дм.
Цилиндр пересечен плоскостью так, что в сечении получился

квадрат. Найдите расстояние от этого сечения до оси.
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Так как в сечении квадрат ABCD, то AB=AD=8 дм.
В равнобедренном ∆AOD проведем OK⊥AD.

Тогда АK=
2
1  ⋅ AD = 4(дм). Далее, по теореме Пифагора

ОК = 2222 45 −=− AKAO = 3 (дм).
Ответ: 3 дм.

5.  Высота цилиндра 6 дм, радиус основания 5 дм. Концы от-
резка АВ, равного 10 дм, лежат на окружностях обоих оснований.

Найдите кратчайшее расстояние от него до оси.

Проведем через АВ плоскость ABCD, параллельную ОО1. Так

как ABCD прямоугольник, то AD= 2222 610 −=− BDAB = 8(дм).
В равнобедренном ∆AOD проведем OK⊥AD, тогда AK= 0,5⋅AD=

= 4(дм).
Из ∆AOK

 ОК= 2222 45 −=− AKAO  =3(дм)..

6. В равностороннем цилиндре (диаметр равен высоте цилинд-
ра) точка окружности верхнего основания соединена с точкой ок-
ружности нижнего основания.

Угол между радиусами, проведенными в эти точки, равен 60°.
Найдите угол Χ между проведенной прямой и осью цилиндра.
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Через данные точки А и С проведем плоскость ABCD, парал-
лельную оси. Соединим точки В и О1. Угол между радиусами, про-
веденными в данные точки А и С соответственно из О и O1 будет
равен углу ∠BO1C = 60°.

Следовательно, равнобедренный ∆BO1С является равносторон-
ним и BС = 0,5 = К. Искомый угол Χ между проведенной прямой А
С и осью цилиндра равен ∠BAC. В прямоугольнике ABCD
AB=D=2R (по условию). Тогда из прямоугольного ∆ABC

tgX = tg∠BAC =
2
1

2
==

R
R

AB
BC    и    X = arctg

2
1 .

Ответ: X = arctg
2
1 .

7. В цилиндр вписана правильная шестиугольная призма. Най-
дите угол между диагональю ее боковой грани и осью цилиндра,
если радиус основания равен высоте цилиндра.

Задача решена в учебнике п. 188, стр. 83.
8. Высота цилиндра 2 м. Радиус основания 7 м. В этот цилиндр

наклонно вписан квадрат — так, что все вершины его лежат на ок-
ружностях оснований.

Найдите сторону квадрата.

Пусть ABCD — данный квадрат, тогда проведем ВВ1 и СС1
перпендикулярно плоскости основания. По теореме о трех перпен-
дикулярах B1A⊥AD и C1D⊥AD. Так что АВ1С1D —  прямоугольник
и AD = B1С1, а его диагональ АС1 является диаметром окружности,
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так что AС1=14(м). Из ∆ADC1 и ∆СDС1 получим по теореме Пифа-
гора DC1

2 = AC1
2 – AD2 и DC1

2 = DC2 – CC1
2. Далее, пусть

AD=DC=а, тогда:
АС1

2 – а2 = а2 – CC1
2, 142 – а2 = а2 – 22, а2 = 100 и а = 10(м).

Ответ: 10 (м).
9.  Радиус основания конуса 3 м, высота 4 м.
Найдите образующую l.

Из прямоугольного ∆BOC по теореме Пифагора получим:

l = ВС = 2222 43 +=+OCOB  = 5(м).
Ответ 5 м.

10. Образующая конуса l наклонена к плоскости основания под
углом 30°. Найдите высоту.

Из прямоугольного ∆BОС:

CO = BC ⋅ sin30° = 
2
l

11. Радиус основания конуса R. Осевым сечением конуса явля-
ется прямоугольный треугольник.

Найдите его площадь.
Данный прямоугольный треугольник является еще и равнобед-

ренным. Так что высота в нем, проведенная к основанию, является
и медианой. А медиана, проведенная к гипотенузе, равна половине
гипотенузы, то есть радиусу, так как гипотенуза равна диаметру.
Тогда площадь

S = 
2
1
⋅ d ⋅ h =

2
1
⋅ 2R ⋅ R =R2.

Ответ: R2.
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12. В равностороннем конусе (осевое сечение — правильный
треугольник) радиус основания R.

Найдите площадь сечения, проведенного через две образую-
щие, угол между которыми равен α.

Так как в осевом сечении ∆АВС —  правильный, то AC=AB=2R.
Площадь ∆MCK найдем по формуле:

S =
2
1 MC ⋅ СK sinα = 

2
1
⋅ 2R ⋅ 2R sin α = 2R2 sin α (так как МС =

=СК = АВ — образующие).
Ответ: 2R2sinα.

13. Высота конуса 20, радиус его основания 25.
Найдите площадь сечения, проведенного через вершину, если

расстояние от него до центра основания конуса равно 12.

Проведем OD⊥MK в равнобедренном ∆ОМК. По теореме о трех
перпендикулярах CD⊥MK. Проведем OE⊥CD в ∆COD.

Тогда ОЕ данное расстояние от центра основания конуса до
плоскости МСК. ОЕ = 12.

Так что в ∆COD: sin∠OCE = 
20
12

=
OC
OE = 0,6.

Тогда

cos ∠OCЕ = OCE∠− 2sin1 = 36,01− = 0,8.
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Так что, tg ∠OCE = 75,0
8,0
6,0

cos
sin

==
∠
∠

OCE
OCE .

Далее, OD = CO ⋅ tg∠OCE = 20 · 0,75 = 15

CD = 252015 2222 =+=+COOD .
В ∆ΟΜD по теореме Пифагора:

MD = 2222 1525 −=−ODOM = 20, так что МK = 2МD = 40.

SМСК = 
2
1 MK ⋅ CD =

2
1
⋅ 40 ⋅ 25 = 500.

Ответ: 500.

14.  Радиус основания конуса R, а образующая наклонена к
плоскости основания под углом α. Через вершину конуса проведе-
на плоскость под углом φ к его высоте.

Найдите площадь полученного сечения.

В прямоугольном ∆АСО CO = AO ⋅ tgα = R ⋅ tgα.
В ∆ОМК проведем OD⊥MK. Тогда по теореме о трех перпенди-

кулярах CD⊥MK.
В прямоугольном ∆OCD имеем OD = OC ⋅ tgϕ = R tgα tgϕ и

СD = 
ϕ
α

=
ϕ coscos

tgROC .

Далее, в прямоугольном ∆ODK по теореме Пифагора

DK= 22 ODOK − ϕα−=ϕα−= 222222  tg1 tgtg tgRRR . Так что

площадь ∆CMK равна SСМК =
2
1
⋅ MK ⋅ CD =

ϕα−⋅
ϕ
α

=ϕα−⋅
ϕ
α

⋅= 22
2

22  tgtg1
cos

tg tgtg1
cos

tg2
2
1 RRR .

Ответ: ϕα−⋅
ϕ
α 22

2
 tgtg1

cos
tgR
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15. Задача решена в учебнике п. 190, стр. 85.

16. Высота конуса Н.
На каком расстоянии от вершины надо провести плоскость, па-

раллельную основанию, чтобы площадь сечения была равна поло-
вине площади основания ?

Проведенная плоскость отсечет от конуса подобный конус. В
подобных фигурах отношение линейных размеров равно коэффи-
циенту подобия, а отношение соответствующих площадей —
квадрату коэффициента подобия. Так что

2

1
S
S = K2 =

2
1 . Поэтому K =

2
1 . Тогда 

H
l = K и

l = H⋅K=
2

H , где l — искомое расстояние.

Ответ: 
2
Н .

17. Через середину высоты конуса проведена прямая, парал-
лельная образующей l.

Найдите длину отрезка прямой, заключенной внутри конуса.

M

Пусть MN — данная прямая.
Рассмотрим осевое сечение конуса, содержащее прямую MN. В

∆СОВ по условию CO1 = O1O и O1N ||CB. Тогда по теореме Фалеса

ON = NВ, а значит, ОN = 
2
1 R. Так что NA = 

2
3 R.

Далее, ∆ΑΜΝ ∼ ∆АСВ, поэтому 
CB
MN

AB
AN

= . Так что

MN= l
R

lR

AB
CBAN

4
3

2
2
3

=
⋅

=
⋅ .

Ответ: l
4
3 .
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18. Образующая конуса 13 см, высота 12 см.
Конус пересечен прямой, параллельной основанию, расстояние

от нее до основания равно 6 см, а до высоты — 2 см.
Найдите отрезок прямой, заключенный внутри конуса.

Из ∆СОА по теореме Пифагора:

ОА = 22 COCA − = 22 1213 − = 5(см).
Проведем плоскость, параллельную основанию и содержащую
данную прямую BD. Тогда проведенная плоскость отсечет от ко-
нуса подобный конус. Далее, ∆CO1A1∼∆СОА.

Тогда 
CO
CO

OA
AO 111 = ,  то есть О1А1= 12

)612(51 −⋅
=

⋅
CO

COOA = 2,5(см).

Далее, в ∆BO1D проведем O1M⊥BD.
Тогда в прямоугольном ∆ВO1М

ВМ= 222
1

2
1 25,2 −=− MOBO = 1,5(cм) (по теореме Пифаго-

ра). Так что BD = 2 ⋅ BМ = 2 ⋅ 1,5 = 3(см).
Ответ: 3 см.

19. Радиусы оснований усеченного конуса 3 м и 6 м, высота 4м.
Найдите образующую.

Рассмотрим осевое сечение усеченного конуса. Тогда ABCD —
равнобокая трапеция с основаниями  BС = 2R1 = 2 ⋅ 3 = 6(м) и
AD = 2R2 = 2 ⋅ 6 =12(м).
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Далее, проведем BМ⊥AD и CK⊥AD. ВСКМ — прямоугольник.
Имеем ВМ = СК и ∆АВМ =∆DCK. Поэтому

KD = AM= 
2

612
22

−
=

−
=

− BCADMKAD =3(м). Далее,

в прямоугольном ∆ΑΒΜ по теореме Пифагора:

ΑΒ = 2222 43 +=+ BMAM = 5(м).
Ответ: 5 м.

20. Радиусы оснований усеченного конуса R и r, образующая
наклонена к основанию под углом 45°.

Найдите высоту H.

Рассмотрим осевое сечение усеченного конуса. Им является
ABCD —  равнобокая трапеция  с  основаниями

BС = 2 ⋅ ВО1 = 2r  и  AD = 2 ⋅ AO = 2R.. Далее,
проведем BM⊥AD и CK⊥AD. Тогда
ВСКМ — прямоугольник и ВС = МК, ВМ = СК. ∆АВМ = ∆DCK.

Так что

KD = AM= rRrRBCADMKAD
−=

−
=

−
=

−
2

22
22

. Далее, ∆АМВ

равнобедренный, так как ∠А = ∠АВМ = 45°. Так что
H=BM=AM=R–r.
Ответ: R–r.

21. Образующая усеченного конуса равна 2a и наклонена к ос-
нованию под углом 60°. Радиус одного основания вдвое больше
радиуса другого основания.

Найдите радиусы.

Рассмотрим осевое сечение усеченного конуса. Им является
равнобедренная трапеция ABCD, где BC=2R2 и AD = 2R1 = 2 ⋅ 2R2=
=4R2=ВС. Далее, проведем BM⊥AD и CK⊥AD. Тогда ВСКМ —
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прямоугольник, так что ВС=МК и ВМ = СК. Поэтому ∆ΑΒΜ =
∆DCK (АВ = CD и ВМ = СК). Так что

AM = KD = 2
22

2
24

2
RRRBCAD

=
−

=
−

Далее, в прямоугольном ∆ΑΒΜ:   АМ = R = АВ ⋅ соs60° = 2а ⋅
2
1 .

Тогда R1 = 2R2 = 2а.
Ответ: а и 2 а.

22. Радиусы оснований усеченного конуса 3дм и 7дм, обра-
зующая 5дм.

Найдите площадь осевого сечения.

Рассмотрим осевое сечение усеченного конуса. Им является
равнобедренная трапеция ABCD с основаниями BС = 2R1 = 6 дм и
AD = 2R2 = 14дм. Далее, проведем BM⊥AD и CK⊥AD. Так что
ВС = МК и ВМ = СК. Тогда

ВСКМ — прямоугольник. ∆ABM = ∆СКD, так что

KD = АМ = 
2

614
2

−
=

− BCAD = 4(дм). В прямоугольном ∆АВМ

по теореме Пифагора получим:

ВМ = 2222 45 −=− AMAB  =3(дм). Тогда

S = 3
2
146

2
⋅

+
=⋅

+ BMBCAD = 30(дм2).

Ответ: 30 дм2.

23. Площади оснований усеченного конуса 4 дм2 и 16 дм2, через
середину высоты проведена плоскость, параллельная основаниям.
Найдите площадь сечения.

Рассмотрим осевое сечение усеченного конуса. Им является
ABCD — трапеция с основаниями BC = 2R1 и AD = 2R2.
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Далее, S1 = πR1
2 = 4(дм2). Так что R1 =

π

2 (дм) и ВС=
π

4 (дм).

S2 = πR2
2 = 16(дм2). Так что R2 =

π

4 (дм) и AD =
π

8 (дм)

MN является средней линией трапеции, так что:

MN = 
π

=
+ 6
2

ADBC
. Но MN – диаметр данного сечения.

Тогда радиус этого сечения R =
2
1 MN =

π

3  и площадь

S = πR2 = π ⋅
π
9 = 9(дм2).

Ответ: 9 дм2.

24. Площадь оснований усеченного конуса M и m.
Найдите площадь среднего сечения, параллельного основаниям.

Осевое сечение усеченного конуса представляет собой трапе-
цию ABCD с основаниями BС=2R1 и AD=2R2.

Так как площади оснований равны М = 2
2Rπ  и m = 2

2Rπ , так что

R1 = 
π
M  и R2 = 

π
m .

Тогда, поскольку ΜΝ — средняя линия, то

MN=
π

+
=

+ mMADBC
2

.

Тогда радиус сечения равен 
π

+
==

22
1 mMMNR .

А площадь S = πR2 = ( ) ( )
44

22
mMmM +

=
π
+

π .

25. У пирамиды все боковые ребра равны.
Докажите, что она является вписанной в некоторый конус.
Задача решена в учебнике п. 191, стр. 85.
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26. В конусе даны радиус основания R и высота H.
Найдите ребро вписанного в него куба.

Рассмотрим осевое сечение куба ASD. Тогда в ∆ASD вписан
ВСС1В1—  прямоугольник со сторонами ВВ1 = а — длина ребра ку-
ба и ВС=а 2  — диагональ квадрата, являющегося гранью куба.

Далее, ∆ASD ∼ ∆BSС так что:

1SO
SO

AD
BC

= , 
H

aH
R

a −
=

2
2 , откуда

Hа 2 = 2RH – 2аR. Так что a(2R + H 2 ) = 2RH, и

а = 
22

2
HR

RH
+

.

Ответ: а = 
22

2
HR

RH
+

.

27. В конусе даны радиус основания R и высота H.
В него вписана правильная треугольная призма, у которой бо-

ковые грани — квадраты
Найдите ребро призмы.

Пусть длина ребра призмы равна а.
Тогда из равностороннего ∆АВС найдем ОА —  радиус окруж-

ности, описанной около ∆АВС, ОА=
3

3a . Далее, рассмотрим осе-

вое сечение SO1D. Так как ∆SOА ∼ ∆SOD, то
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11 SO
SO

DO
OA

= ,
H

aH
R

a −
=

3
3 , так что

аH 3 =3RH – 3Rа , RHHRa 3)33( =+ , и а = 
33

3
HR

RH
+

.

Ответ: а = 
33

3
HR

RH
+

.

28. Полушар и вписанный в него конус имеют общее основание
и общую высоту .

Через середину высоты проведена плоскость, параллельная ос-
нованию.

Докажите, что площадь сечения, заключенного между боковой
поверхностью конуса и поверхностью полушара, равна половине
площади основания.

Рассмотрим осевое сечение конуса СОА.

Тогда ∆СО1А1 ∼ ∆СОА, так что 
OA

AO
CO
CO 111 = , так что

O1A1 = OA
CO
CO1 = AO

CO

CO
OA

2
12

1

= .

В прямоугольном ∆OO1Β по теореме Пифагора:

Ο1B= 
2

3
2
1 2

22
1

2 RRROOOB =





−=−=

Искомая площадь сечения равна разности площадей кругов с
радиусом О1В и О1А:

S = π ⋅ O1B2 – π⋅ О1A1
2= π⋅

244
3 222 RRR π

=⋅π−
⋅ .
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А площадь основания SO = πOA2 = πR2, так что площадь сечения
равна половине площади основания, что и требовалось доказать.

29. Шар, радиус которого 41 дм, пересечен плоскостью на рас-
стоянии 9дм от центра.

Найдите площадь сечения.

В прямоугольном  ∆АОВ по теореме Пифагора:

AB= 2222 941 −=−OAOB =40(дм). Тогда площадь сечения
S= π⋅AB2 = π ⋅ 402 = 1600π(дм2) = 16π(м2).

Ответ: 16π м2.

30. Через середину радиуса шара проведена перпендикулярная
ему плоскость.

Как относится площадь полученного сечения к площади боль-
шого круга?

Задача решена в учебнике п. 193, стр. 87.

31.  Радиус шара R. Через конец радиуса проведена плоскость
под углом 60° к   нему.
 Найдите   площадь сечения.

В прямоугольном ∆ΑΟΒ имеем:

AB=OBсоs 60°= ОВ ⋅
2
1 =

2
R .

Тогда площадь сечения равна:

S = π ⋅ AB2 = π
42

22 RR π
=






 .

Ответ: 
4

2Rπ .
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32. Радиус земного шара R. Чему равна длина параллели, если
ее широта 60°?

В прямоугольном  ∆АОВ:
∠AOВ=90°–∠BОК=30°.

АВ=ОВ⋅sin∠AOB=R⋅
2
1 =

2
R . Тогда длина параллели равна

l = 2π ⋅ AB = 2π ⋅ 
2
R  = πR..

Ответ: πR..

33. Город N находится на 60° северной широты.

Какой путь совершает этот
пункт в течение 1ч. вследствие

вращения Земли вокруг своей оси?

Радиус Земли принять равным 6000 км.
В прямоугольном ∆АON:
∠AОN=90°–∠NOK=30°.

Тогда AN=ON⋅sin60°=
2
R . За один час город N совершит путь по

дуге, равной 
24
1  длины окружности с радиусом AN.
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Так что, l=
24
1 ⋅ 2πAN = 

24
1
⋅ 2 ⋅ π ⋅

2
6000 = 250π ≈ 785(км).

Ответ: ≈785 км.

34. На поверхности шара даны три точки. Прямолинейные рас-
стояния между ними 6 см, 8 см, 10 см. Радиус шара 13 см. Найдите
расстояние от центра до плоскости, проходящей через эти точки.

Проведем OO1 перпендикулярно плоскости ∆ΑВС. Тогда пря-
моугольные треугольники ΑΟ1Ο, BO1O, СО1О равны по катету и
гипотенузе (так как AО=BO=СО — радиус шара и ОО1— общий
катет). Так что О1—центр окружности, описанной около треуголь-
ника АВС (О1А=О1В=О1С).
Далее, заметим, что 62 + 82 = 102, так что  ∆АВС прямоугольный с
гипотенузой АС. Поэтому О1 — середина АС, так что

АО1= 2
1 АС=5 (cм).

Далее, в прямоугольном ∆AOO1:

OO1= 12513 222
1

2 =−=− AOAO (см).
Ответ: 12 см.

35. Диаметр шара 25 см. На его поверхности даны точка А и ок-
ружность, все точки, которой удалены (по прямой) от А на 15 см.
Найдите радиус этой окружности.

Радиус шара равен половине диаметра.
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Так что АО=ОВ=
2
1 ⋅25=12,5 (см).

Далее, ∆АОВ равнобедренный (так как ОB=ОA) и АВ=15 см.
Найдем площадь ∆ΑΟΒ по формуле:
SАОВ = )()()( ABpOBpAOpp −⋅−⋅−⋅ =

= )1520()5,1220(12,5)-(2020 −⋅−⋅⋅ =75(см). Но SАОВ = 2
1 ⋅АО⋅ВО1.

Так что R=BO1= 15
7522 ⋅

=
AO
SAOB =10(см).

Ответ: 10 см.

36. Радиус шара 7 см. На его поверхности даны две равные ок-
ружности, имеющие общую хорду длиной 2 см.
Найдите радиусы окружностей, зная, что их плоскости перпенди-
кулярны.

Из центра шара О проведем перпендикуляры ОО1 и ОВ к плоско-
стям соответствующих окружностей. Из точек О1 и В проведем
перпендикуляры О1В1 и ВВ1 к общей хорде АС. Тогда

AB1= B1C=
2
1 AC=1(см).

Далее, в прямоугольном ∆О1AB1, если O1A=R и С1B=a, то получим
О1А2=О1В1

2+АВ1
2, т.е R2 = a2 + l. В прямоугольном ∆BCB1 обозна-

чим ВС=R, ВВ1=b, тогда ΒC2=ΒΒ1
2+Β1C2, т.е. R2 = b2 + l. Так что

а=b, то есть О1В1=ВВ1.
Тогда ΟΟ1BB1 — квадрат и его диагональ ОВ1

2=2О1В2=2а2.
Далее, в прямоугольном ∆OAB1 OA=7 см, тогда ОА2=ОВ1

2+АВ1
2, то

есть 49=2а2+l,  а2 =24.

Далее, R2=a2+1=25, так что О1А=R= 25 =5(см).
Ответ: 5 см.
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37. Дан шар радиуса R. Через одну точку его поверхности про-
ведены две плоскости: первая — касательная к шару, вторая — под
углом 30° к первой.
Найдите площадь сечения.

Так как ∠O1AB=30°, а ОА⊥АВ, то ∠OAO1=90°–∠Ο1ΑΒ=90°–
–30°=60°.
Далее, в прямоугольном  ∆ΑО1O:

AO1=AO·cos∠O1AO=R·cos60°=R⋅
2
1 =

2
R .

Тогда площадь сечения равна S=π ·AO1
2=

2

2






π

R =
4

2Rπ .

Ответ: 
4

2Rπ .

38. Имеется тело, ограниченное двумя концентрическими ша-
ровыми поверхностями (полый шар).
Докажите, что его сечение плоскостью, проходящей через центр,
равновелико сечению, касательному к внутренней шаровой по-
верхности.

Допустим, что радиусы двух шаров равны R1 и R2. Тогда
в прямоугольном ∆ОО1A:

O1A2 = 2
2

2
1

2
1

2 RROOOA −=− .
Площадь касательного сечения равна

S=πO1A2=π(R1
2–R2

2).

http://alexbooks.ucoz.com



71

Площадь сечения шара плоскостью, проходящей через центр, рав-
на разности площадей S=πR1

2–πR2
2=π(R1

2–R2
2). То есть площади

искомых сечений равны.
Что и требовалось доказать.

39. Шар радиуса R касается всех сторон правильного треуголь-
ника со стороной а.
Найдите расстояние от центра шара до плоскости треугольника
Задача решена в учебнике п. 195, стр. 88.

40. Стороны треугольника 13см, 14см и 15см. Найдите расстоя-
ние от плоскости треугольника до центра шара, касающегося всех
сторон треугольника. Радиус шара 5см.

Проведем OO1 перпендикулярно плоскости ∆ΜΝΚ. Так как сторо-
ны ∆MNK касаются шара, то OA, OВ и ОС перпендикулярны сто-
ронам ∆ΜΝΚ. Тогда по теореме о трех перпендикулярах O1A, O1B
и О1С тоже перпендикулярны к соответствующим сторонам
∆MNK.
Далее, так как ∆АОО1=∆ВОО1=∆СОО1 (по катету и гипотенузе), то:
O1A=O1B=O1С. Так что О1 — центр вписанной окружности в
∆ΜΝΚ. Площадь ∆ΜΝΚ равна:
S= 68721)()()( ⋅⋅⋅=−⋅−⋅−⋅ NKpMKpMNpp =84 (см2).

Но S=pr, так что О1А=
21
84

==
p
Sr = 4(см).

Далее, в прямоугольном ∆AОО1:

OO1= 222
1

2 45 −=− AOAO =3 (см).
Ответ: 3 см.
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41. Диагонали ромба 15 см и 20 см. Шаровая поверхность каса-
ется всех его сторон. Радиус шара 10 см. Найдите расстояние от
центра шара до плоскости ромба.

Проведем перпендикуляр ОО1 к плоскости ромба.
Отрезки OM=ON=OK=OE=10 см и перпендикулярны соответст-
вующим сторонам ромба. Так что по теореме о трех перпендику-
лярах О1М, O1N, О1К и О1Е перпендикулярны соответствующим
сторонам ромба. Далее, ∆ΟΟ1Μ=∆ΟO1N=∆ОО1К=∆OO1E (по гипо-
тенузе и катету). Так что O1M=O1N=O1K=O1E и значит, О1 — центр
вписанной в ромб окружности.

В прямоугольном ∆AΟ1D (АС⊥BD):

AD= 22
22

2
1

2
1 105,7

2
1

2
1

+=





+






=+ BDACDOAO =12,5 (см).

Тогда

SABCD= 2015
2
1

2
1

⋅⋅=⋅⋅ BDAC =150 (см2).

С другой стороны,

SABCD=ah=AD·NE. Так что NE=
5,12

150
=

AD
SABCD =12(см).

Тогда О1Е=
2
1 NE=6(см).

Далее, в прямоугольном ∆ОО1Е:

 OO1 = 222
1

2 610 −=− EOOE = 8(см).
Ответ: 8 см.
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42. Через касательную к поверхности шара проведены две вза-
имно перпендикулярные плоскости, пересекающие шар по кругам
радиусов r1 и r2
Найдите радиус шара R.

Проведем перпендикуляры OO1 и OO2 к данным плоскостям.
По условию ∠Ο1ΑO2=90°, так что OO1AO2 — прямоугольник. То-

гда по теореме Пифагора ОА = R = 2
2

2
1

2
2

2
1 rrOOOO +=+ .

Ответ: 2
2

2
1 rr + .

43. Шар радиуса R вписан в усеченный конус.
Угол наклона образующей l к плоскости нижнего основания кону-
са равен α .
Найдите радиусы оснований и образующую усеченного конуса.

Рассмотрим осевое сечение, которое является трапецией ABCD,
причем АВ=CD. ∠ΒΑD=α. Проведем BM⊥AD. Тогда BM=O1O2=2R.

В ∆АВМ: l=AB=
α

=
α sin

2
sin

RBM .

Центр вписанной в ABCD окружности лежит на пересечении бис-

сектрис, так что АО и ВО —  биссектрисы, то есть ∠BAO= α
2
1 ,

∠ABO =
2
1
∠ABC = 90°– α

2
1 .

Так что ∆АВО — прямоугольный, поэтому
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BO=AB·sin∠BAO=

2
cossin

2
sin2

α
=

α

α
⋅ RR

Далее, в прямоугольном ∆BОО1:    BO1 = =− 2
1

2 OOBO

2
tg

2
tg

2
cos

2
sin

2
cos

2
cos1

2
cos

2

2

2

2

2
2

2

α
=

α
=

α

α

=
α

α
−

⋅=−


















α
= RRRRRR .

Так как отрезки касательных, проведенных из одной точки к
окружности, равны, то BК=BО1 и AO2=AK.

Тогда АО2 = AK = AB – BK = АВ – ВО1 = =
α

−
α 2sin

2 RtgR

=
α

α

−
αα

=

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin2

2 RR
2

ctg

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin1 22

α
=

αα

α

=
αα







 α
−⋅

R
RR

.

Ответ: Rtg
2
α   и  Rctg

2
α .

44. Два равных шара радиуса R расположены так, что центр од-
ного лежит на поверхности другого.
Найдите длину линии l, по которой пересекаются их поверхности.
Задача решена в учебнике п. 196, стр. 90.

45. Радиусы шаров 25 дм и 29 дм, а расстояние между их цен-
трами 36 дм. Найдите длину линии l, по которой пересекаются их
поверхности.

Рассмотрим сечение, проведенное через центры шаров. Тогда ли-
ния пересечения шаров представляет собой окружность радиуса
AH, где АН —  высота в ∆ОAО1, проведенная к стороне ΟΟ1.

http://alexbooks.ucoz.com



75

Площадь ∆OAO1 равна
S= )()()( 11 OOpAOpOApp −⋅−⋅−⋅ =

)3645)(2945)(2545(45 −−−= = 360(дм2).

Но с другой стороны S=
2
1 OO1⋅АН, так что

АН=
36
36022

1

⋅
=

OO
S =20(дм).

Далее, длина линии l = 2πАН = 2π⋅20 = 40π (дм) = 4π (м).
Ответ: 4π м.

46. Найдите радиус шара, описанного около куба с ребром а.

Рассмотрим осевое сечение шара, проходящего через диагональ
куба. Так как в прямоугольном параллелепипеде квадрат любой
диагонали равен сумме квадратов трех его измерений, то

AC1
2=a2+a2 +a2  и АС1= 3a ; тогда R=AO=

2
1 AC1= 2

3a .

47. Докажите, что центр шара, описанного около правильной
пирамиды, лежит на ее оси.
Задача решена в учебнике п. 197, стр. 90.

48. Докажите, что центр шара, вписанного в правильную пира-
миду, лежит на ее высоте.
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Пусть Χ точка касания шара и боковой грани ASB. Из точки Χ про-
ведем прямую XМ⊥О1О2, где О1О2 — диаметр шара, перпендику-
лярный плоскости основания.
Тогда по теореме Пифагора в ∆ОХМ:

XM= 2222 OMROMOX −=− , где R — радиус шара.
Так что точки касания шара с боковыми гранями лежат в плоско-
сти, перпендикулярной диаметру O1O2 и на равном расстоянии от
точки М.
Значит, все точки касания принадлежат вписанной в сечение, пер-
пендикулярное О1О2, окружности с центром в точке Μ.
Тогда, точка М лежит на оси правильной пирамиды, которая явля-
ется высотой. Так что и точка О лежит на высоте правильной пи-
рамиды. Что и требовалось доказать.

49. Найдите радиус шара, описанного около правильного тетра-
эдра с ребром а.

Пусть высота тетраэдра DО1 пересекает поверхность шара в неко-
торой точке М. Высота в правильной пирамиде проходит через
центр окружности, описанной около основания. Так что O1С —
радиус описанной около АВС окружности.
∆АВС равносторонний, так что

O1C=
3

3AB =
3

3a .

Рассмотрим осевое сечение шара, содержащее точку С. ∆DСM—
прямоугольный, так как вписанный угол ∠DCM опирается на диа-
метр DM. Тогда катет DC — есть среднее геометрическое между
своей проекцией и гипотенузой. То есть DC = .1DODM ⋅
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В ∆O1DC: DO1= 3
2

3
3

2
22

1
2 aaaCODC =










−=− .

Тогда DM =
2

6
2
32

1

2 a
a
a

DO
DC

==

А радиус шара R =
4

6
2
1 aDM = .

50. В правильной четырехугольной пирамиде сторона основа-
ния равна а, а плоский угол при вершине равен α. Найдите радиу-
сы вписанного и описанного шаров.

Проведем в пирамиде высоту SO и SH⊥DC. Тогда по теореме о
трех перпендикулярах OH⊥DC. Тогда, так как ∆SDС равнобедрен-
ный, то SH является и медианой, и биссектрисой. Так что

HС=
2
a  и ∠CSH=

2
a . В ∆SHC: SC=

2
sin2sin α

=
∠

a
CSH

HC  и

SH=

2
2 α

=
∠ tgtg

a
CSH

HC .

Далее в ∆SHO: ОH=
2
a . Так что SO = =−

α
=−

4
2

4

2

2

2
22 a

tg

aOHSH
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2
sin2

cos1

2
sin

2
cos

2 2

2

a
a

a

a
a α

=−= . Далее, ∠SBM=90°, так как этот вписан-

ный угол опирается на диаметр SM. Знаем, что катет является
средним пропорциональным между гипотенузой и проекцией кате-
та на гипотенузу, так что ВS2=SМ·SO, так что

SM =
α

α
=

α⋅
α

α
⋅

==
cos

2
sin2cos

2
sin4

2
sin2

2

2
22 a

a

a

SO
SC

SO
BS .

2
sin2

cos2

2
sin4 2

2

a
aaR

a
a

⋅=

или 
aa

aR
cos

2
sin4

= .

Так как радиус описанного шара R=
2
1 SM, то 

α
α

=
cos

2
sin2

aR .

Далее, рассмотрим сечение пирамиды плоскостью SOH.
OO2=EO2 — радиус вписанного шара. Имеем ∆SHО ∼ ∆SO2E:

Так что 
SH
SO

OH
EO 22 =  или 

SH
OOSO

OH
OO 22 −

= . Так что

ОО2 = =






 α
+

α

α
⋅α

=






 α
+

α

α
⋅α

=

α
+

α
α

⋅

=
+
⋅

2
tg1

2
cos2

2
tgcos

2
tg1

2
sin4

2
tgcos2

2
tg22

2
sin2

cos
2 2 a

a

a

aa

aa

SHOH
SOOH

=






 α

+
α







 α

+
α







 α

−
α

=






 α
+

α

α
−

α

=

2
sin

2
cos2

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
1

2
cos2

2
sin

2
cos 22 a

tg

a
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2
1

2
1

2
2

sin
2

cos

2
sin

2
cos

2 α
+

α
−

=
α

+
α

α
−

α

=
tg

tgaa .

51. В шар радиуса R вписана правильная треугольная пирамида
с плоскими углами α при ее вершине. Найдите высоту пирамиды.

Проведем высоту SO пирамиды, и SH⊥AC. Так как ∆ASC равно-
бедренный, то SH является и медианой, и биссектрисой. Так что,
если AS= Х, то

AH=ASsin
2
α =Х·sin

2
α  и AC=2АН=2⋅Х⋅sin

2
α . В равностороннем ∆ΑΒС

радиус описанной окружности равен AO=
3

3
2

sin2

3
3 ⋅

α
⋅⋅

=
XAC .

В прямоугольном ∆ASO по теореме Пифагора:

SO=
2

sin
3
41

2
sin

3
4 222222 α

−=
α

−=− XXXAOAS .

Рассмотрим осевое сечение шара, содержащее точку А. ∠SAD=90°
— как вписанный угол, опирающийся на диаметр SD. Так как в
прямоугольном треугольнике катет является средним пропорцио-
нальным между гипотенузой и проекцией катета на гипотенузу, то

в ∆ASD: AS2=SD·SO, 
2

sin
3
412 22 α

−⋅= XRX , так что

Х=2R
2

sin
3
41 2 α

− .

Поэтому высота пирамиды равна:

SO = Х ⋅ =
α

−⋅
α

−=
α

−
2

sin
3
41

2
sin

3
412

2
sin

3
41 222 R
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= 





 α
−

2
sin

3
412 2R .

52. Правильная n-угольная призма вписана в шар радиуса R.
Ребро основания призмы равно а. Найдите высоту призмы при:
1) n = 3; 2) n = 4; 3) n = 6.

Так как вписанная призма правильная, то высота будет равна дли-
не отрезка O2O, где точки О2 и О являются центрами окружностей,
описанных около оснований призмы. Тогда

ОО2=2OO1= 2222
1 22 bROBBO −=− где b=OB — радиус окруж-

ности, описанной около основания призмы. Тогда:
1) n = 3. В основании призмы лежит равносторонний треугольник.

Так что b=
3

3a , поэтому

ОО2 = 
3

2
3

32
2

2
2

2 aRaR −=









− .

2) n = 4. В основании призмы лежит квадрат. Так что

b =
2

2a  и ОО2= 2
2

2
22

2
2

2
2 aRaR −=










− .

3) п = 6. В основании призмы лежит правильный шестиугольник.

Так что b= a, поэтому ОО2= 222 aR − .

53. Сторона основания правильной n-угольной пирамиды равна
а, двугранный угол при основании равен φ. Найдите радиус шара,
вписанного в пирамиду.
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В правильной пирамиде проведем высоту SO. Тогда О — центр
окружности, описанной около основания. Так что ∆AOB — равно-

бедренный и ∠АОВ=
n

o360 . Далее, проведем OH⊥BA. Тогда по

теореме о трех перпендикулярах SH⊥АВ. Тогда ∠SHO=ϕ (линей-
ный угол данного двугранного угла).
В прямоугольном ∆OHB:

ОН= ,1802
n

tg

a
HOBtg

BH
o

=
∠

 (так как ОН — высота, медиана и бис-

сектриса).
Центр вписанной окружности лежит на пересечении биссектрис,

так что О1Н—  биссектриса угла φ, так что ∠ОНО1 = 2
ϕ

В прямоугольном ∆ΟΟ1H:

OO1 = OH · tg∠OHO1 =

n
tg

atg

o1802

2
α

 — искомый радиус.
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54. Найдите радиус шара, описанного около правильной
n-угольной пирамиды, если сторона основания равна а, а боковое
ребро наклонено к плоскости основания под углом α.

Проведем высоту SO правильной пирамиды. Тогда О — центр ок-
ружности, описанной около основания. Далее,

В прямоугольном ∆ASO: SA=
SAO

AO
∠cos

=
αcos

AO ,

АО =

n

a
o180sin2

 (радиус описанной окружности в правильном n-

угольнике.

Тогда SA =
αcos180sin2

n

a
o

. Далее, SO = AO⋅tgα =

n

a
o180sin2

tgα

Рассмотрим осевое сечение шара, содержащее точку А.
∠SAD = 90° как вписанный угол, опирающийся на диаметр SD.
Так как катет является средним пропорциональным между гипотену-
зой и проекцией катета на гипотенузу, то AS2 =SD ⋅ SO (в ∆ASD).

Так что SD =
SO
AS 2

= =
α⋅α

°
⋅

tgcos180sin8

180sin

22

2

a
n

n
a

o

=
α

=
αα 2sin180sin4cossin180sin8

n

a

n

a
oo

.

Тогда SO1 = 2
1 SD =

n

a
o180sin2sin2 ⋅α

 — искомый радиус.
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§22. Объемы многогранников.

1. Три латунных куба с ребрами 3 см, 4 см и 5 см переплавлены
в один куб. Какое ребро у этого куба?

Объем нового куба будет равен сумме объемов трех данных кубов.
То есть V=V1+V2+V3. Но объем куба равен V=a3. Так что

a = 3 3333 3
3

3
2

3
1 543 ++=++ aaa = 6 (см).

Ответ: 6 см.

2. Металлический куб имеет внешнее ребро 10,2 см и массу
514,15 г. Толщина стенок равна 0,1 см. Найдите плотность метал-
ла, из которого сделан куб.

Ребро внутреннего куба равно b = a–2·0,1=10 (см).
Объем металла равен разности объемов кубов:
V=a3–b3=10,23–103=61,208. Тогда плотность

4,8
208,61
15,514

≈==ρ
V
m г/см3.

3. Если каждое ребро куба увеличить на 2 см, то его объем уве-
личивается на 98 см3. Чему равно ребро куба?
Задача решена в учебнике п. 200, стр. 99.

4. Если каждое ребро куба увеличить на 1 м, то его объем уве-
личится в 125 раз. Найдите ребро.

Пусть ребро куба равно а, тогда его объем V=а3. Далее, ребро
нового куба равно а+1, его объем V ′=(а+1)3. По условию:

,1251 =
′

V
V ,125)1(

3

3
=

+
a

a  .51
=

+
a

a  Так что а=0,25(м).

5. Кирпич размером 25х12х6,5 имеет массу 3,51кг. Найдите его
плотность.

Найдем объем кирпича: V = 25⋅12⋅6,5 = 1950 (см3).

Далее, 3,51кг=3510г. Так что плотность

8,1
1950
3510

===ρ
V
m (г/см3).
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6. Требуется установить резервуар для воды емкостью 10 м3 на
площадке размером 2,5м х 1,75 м, служащей для него дном. Най-
дите высоту резервуара.

Площадь дна S =2,5⋅1,75 = 4,375 (м2). Так как

V=S⋅h, то h= 29,2
375,4
10

≈=
S
V (м).

7. Измерения прямоугольного параллелепипеда 15м, 50м и 36м.
Найдите ребро равновеликого ему куба.

Объем параллелепипеда равен V =15⋅50⋅36 = 27000 (м3).
Пусть ребро куба а, тогда V=а3. То есть
а = 27000 = 30 (м).

8. Измерения прямоугольного бруска 3см, 4см и 5см. Если уве-
личить каждое ребро на Χ сантиметров, то поверхность увеличится
на 54 см2. Как увеличится объем?

Площадь поверхности прямоугольного параллелепипеда
S=2·(ab+bc+ac), где а, b, с —  его измерения. Площадь поверхности
данного бруска равна S=2·(3·4+3·5+4·5)=94 (см2). Тогда площадь
поверхности нового бруска S′=2·((X+3)(X+4)+(X+3)(X+5)+
+(X+4)(X+5))=6X2+48X+94=S+54=148 (см2). Так что

6X2+48X+94=148
X2+8X–9=0, X=–9 или X=1. Корень X=–9 не подходит, так как

иначе размеры нового бруска отрицательны. Значит, Х=1.

Так что 
3
6

543
654
=

⋅⋅
⋅⋅

=
′

V
V  = 2. Объем увеличится в 2 раза.

9. Чугунная труба имеет квадратное сечение, ее внешняя шири-
на 25 см, толщина стенок 3 см. Какова масса погонного метра тру-
бы (плотность чугуна 73 г/см3)?

Найдем внутреннюю ширину трубы y = x–2·3 = 25–6 = 19 (см).
Тогда площадь сечения равна S = x2–y2 = 252–192 = 264 (см2) и объ-
ем метра трубы V = S⋅100=26400 (см3).
Далее, m = ρ ⋅ V = 7,3⋅26400 = 192720(гр) = 192,72(кг) ≈ 193(кг).

10. Чему равен объем прямоугольного параллелепипеда, диаго-
наль которого а составляет с плоскостью основания угол α, а с бо-
ковой гранью — угол β?
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В  ∆АСС1:
С1С=АС1⋅sinα=asinα.
AC=AC1⋅cosα=acosα. Далее,
в  ∆C1D1A
D1C1=AC1⋅sinβ=a⋅sinβ.
DC=D1C1=asinβ. Тогда
в ∆ADC по теореме Пифагора:

β−α⋅=β−α=−= 22222222 sincossincos aaaDCACAD .
Объем прямоугольного параллелепипеда равен произведению трех

его измерений, так что V=AD⋅DC⋅CC1 =a3 sinα⋅sinβ β−α 22 sincos .

11. В прямом параллелепипеде стороны основания а и b обра-
зуют угол 30°. Боковая поверхность равна S. Найдите его объем.

Задача решена в учебнике п. 201, стр. 100.

12. В прямом параллелепипеде стороны основания 22 см и
5см образуют угол 45°. Меньшая диагональ равна 7см.

Найдите его объем.

В основании параллелепипеда лежит параллелограмм с площа-

дью   S = AB ⋅ AD ⋅ sin 45° = 22 ⋅5⋅
2
2  = 10(см2).

Далее, в ∆ΑΒD по теореме косинусов:

=⋅⋅⋅−+= o45cos222 ADABADABBD

= 13
2
25222258 =⋅⋅⋅−+  (см).
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Тогда в ∆BDD1 по теореме Пифагора:

137222
11 −=−= BDBDDD = 6(см). Поэтому

V = S ⋅ DD1 = 60(см3).

13. Основание прямого параллелепипеда — ромб, площадь ко-
торого 1м2. Площадь диагональных сечений 3 м2 и 6 м2. Найдите
объем параллелепипеда.

Основание параллелепипеда — ромб, с площадью

S =
2
1 AC⋅BD=l (м2). Так что

AC·BD=2(м2). Диагональные сечения — прямоугольники АСС1А1
и BDD1B1 с площадями S1=AC·CC1 и S2=BD·DD1. Тогда
S1·S2 = AC⋅BD⋅СС1

2 = 2СС1
2 = 3⋅6 = 18 (м2), так что СС1=3 (м) и

V=S⋅СС1=1⋅3=3 (м2).

14. Решите предыдущую задачу в общем случае, если площадь
ромба Q, а площади диагональных сечений М и N. В основании
лежит ромб.

Пусть d1 и d2 — диагонали ромба. Тогда Q=
2
1 d1⋅d2. Диагональ-

ными сечениями являются прямоугольники, у которых одной сто-
роной является диагональ ромба, а другой — высота прямого па-
раллелепипеда.

Так что их площади:
M = d1⋅h и N = d2⋅h, где h — высота.

Тогда MN = d1⋅d2⋅h2 = 2Qh. Откуда h2 =
Q

MN
2

 и

Q
MNh
2

= ; Тогда 
2

MNQHQV =⋅= .
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15. Основание наклонного параллелепипеда — квадрат, сторо-
на которого равна 1м. Одно из боковых ребер равно 2м и образует
с каждой из прилежащих сторон основания угол 60°. Найдите объ-
ем параллелепипеда.

Из точки A1 проведем перпендикуляры к сторонам основания AD и
АВ. Тогда AA1·cos60°=2⋅0,5=1м=AD. Так что основанием перпен-
дикуляра является точка D. Далее, AA1·cos60°=1м=АВ, так что ос-
нование перпендикуляра, опущенного из точки А1 на АВ будет в
точке В. То есть А1D⊥AD и A1B⊥AB. Тогда по теореме о трех пер-
пендикулярах A1C⊥DC и, соответственно, A1C⊥BC. Так что А1С —
высота параллелепипеда.
В квадрате ABCD диагональ АС = 22 =АВ  (м). Тогда
в прямоугольном ∆AA1C по теореме Пифагора:

А1С= 22422
1 =−=− ACAA (м). Так что

2211
2

1 =⋅=⋅=⋅= CAABCASV ABCD (м3).

16.  Грани параллелепипеда — равные ромбы со стороной а и
острым углом 60°.
Найдите объем параллелепипеда.

Проведем перпендикуляр А1О к плоскости основания, а также
A1M⊥AD и Α1Κ⊥ΑΒ. По теореме о трех перпендикулярах ОМ⊥AD и
ОК⊥АВ. ∆АА1М=∆АА1К (по гипотенузе AA1 и острому углу

∠A1AM=∠A1AK=60°). Тогда AK=AM=AA1·cos60=
2
a .

Далее, ∆ΑΜО = ∆АКО (по гипотенузе и катету).
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Так что ∠КАО=∠ОАМ=30°.

3
3

330cos2cos
aaa

МAO
AМAO ===
∠

=
o

.

В прямоугольном ∆АА1О по теореме Пифагора:

3
2

3

2
222

11 aaaAOAAOA =−=−= .

Основание параллелепипеда — ромб с площадью

S=AB⋅AD⋅sin∠BAD=
2

360sin
2aaa =⋅⋅ o ;

Тогда
23

2
2

3 32

1
aaaOASV =⋅=⋅= .

17. Каждое ребро параллелепипеда равно 1см. У одной из вер-
шин параллелепипеда все три плоских угла острые, по 2α каждый.
Найдите объем параллелепипеда.

Проведем перпендикуляр А1О к плоскости основания, а также
A1M⊥AD и A1K⊥AB. Тогда по теореме о трех перпендикулярах
OM⊥AD и ОК⊥АВ. ∆АА1М=∆AA1K (по гипотенузе и острому углу
2α). Так что AK=AM=AA1·cos2α=cos2α. Далее, ∆АМО=∆АКО (по
гипотенузе и катету). Так что ∠КАО=∠МАО=α.

α
α

=
∠

=
cos

2cos
cos KAO

AKAO .

Далее, в прямоугольном ∆АА1О по теореме Пифагора получаем:

=
α

α−α
=

α

α
−=−=

2

22

2

2
22

11
cos

2coscos
cos

2cos1AOAAOA

α
α⋅α

=
α

α−α
=

α
α−−α+

=
cos

3sinsin
cos2

4cos2cos
cos2

4cos12cos1
22 (см).

Далее, основание параллелепипеда — ромб с площадью
S=АВ⋅AD⋅sinα=1 ⋅ 1sin2α=sin2α (см2). Тогда объем
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=
α

αααα
=

α
αα

⋅α=⋅=
cos

3sinsincossin2
cos

3sinsin2sinAPSV

αα= 3sinsin2 3  (см3).

18. В параллелепипеде длины трех ребер, исходящих из одной
вершины, равны a, b, c. Ребра a и b взаимно перпендикулярны, а
ребро с образует с каждым из них угол α. Найдите объем паралле-
лепипеда.

Основание параллелепипеда — прямоугольник ABCD со сторона-
ми АВ=a и AD=b. Его площадь S=AB⋅AD=ab. Из точки A1 проведем
перпендикуляры А1О к плоскости основания, а также A1M⊥AD и
А1К⊥АВ. Тогда по теореме o трех перпендикулярах OM⊥AD и
ОК⊥АВ. Далее, ∆АА1М=∆АА1К(по гипотенузе и острому углу α).
Так что АК=АМ=АА1⋅ cosα=c⋅cosα.
Далее, ∆ΑΜΟ = ∆АКО (АО − общая сторона и АК=АМ). Так что
∠МАО=∠КАО=45°. Тогда

α=
α⋅

=
∠

= cos2
45cos

cos
cos

cc
МAO

AМAO
o

.

В ∆AA1O по теореме Пифагора получаем:

α−⋅=α−=α−=−= 2coscos21cos2 222222
11 ccccAOAAOA .

Тогда α−=⋅= 2cos1 abcOASV ABCD .

19. По стороне основания a и боковому ребру b найдите объем
правильной призмы: 1) треугольной; 2) четырехугольной; 3) шес-
тиугольной.
Объем призмы равен V=Sосн ⋅h, где h — высота. Но в правильной
призме высота равна боковому ребру, так что h = b (по условию) и
V = b⋅Sосн. Тогда:
1) Основание — равносторонний треугольник. Его площадь равна:

4
32aS =осн . Тогда 

4
32baV = .

2) Площадь квадрата Sосн=a2, V=ba2.
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3) Правильный шестиугольник представляет собой шесть равно-
сторонних треугольников со стороной a. Так что

2
33

4
366

22 aaSS =⋅=⋅= ∆осн .

2
33 2baV = .

20. Деревянная плита в форме правильного восьмиугольника со
стороной 3,2см. и толщиной 0,7см имеет массу 17,3 г. Найдите
плотность дерева.

А

В ∆ВСО: ∠ОСВ=90° и ∠ВОС=22°30′.
Тогда

03tg22
6,1

0322tg2tg ′°
=

′
=

∠
=

o

AB
BOC

CBCO (см).

Далее, площадь правильного восьмиугольника

03tg22
48,20

03tg22
6,12,344

2
188

′°
=

′°
⋅⋅

=⋅=⋅⋅⋅=⋅= COABOCABSS AOB (см2).

Тогда объем трубы 
03tg22

36,14
′°

=⋅= hSV  (см3).

Далее, 
336,14

0322tg3,17 ′⋅
=ρ

o









≈

3см
г5,0 .
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21. Диагональ правильной четырехугольной призмы равна 3,5
см, а диагональ боковой грани 2,5 см.

Найдите объем призмы.

Так как по условию призма правильная, то CC1⊥DC и DC⊥AD.
Так что по теореме о трех перпендикулярах C1D⊥AD. Далее, в
прямоугольном ∆АС1D по теореме Пифагора находим:

65,25,3 222
1

2
1 =−=−= DCACAD (см).

Тогда в прямоугольном ∆DC1С по теореме Пифагора найдем:

65,2 222
1

22
11 −=−=−= ADDCDCDCСС = 0,5(см).

Далее, 35,061
2

1 =⋅=⋅=⋅= CCADCCSV ABCD (см3).

22. Сторона основания правильной треугольной призмы равна a,
боковая поверхность равновелика сумме оснований.

Найдите ее объем.

Площадь основания равна площади равностороннего треуголь-

ника со стороной а. Так что 
4

32

осн
aS = .

Далее, площадь боковой поверхности равна произведению пе-
риметра основания на высоту, то есть Sбок=3a ⋅ h. Но по условию

Sбок=2Sосн ⋅ 3a ⋅ h =
4

32 2a ,   
6

3ah = .

Тогда 
86

3
4

3 32

осн
aaahSV =⋅=⋅= .

23.В правильной шестиугольной призме площадь наибольшего
диагонального сечения 4м2, а расстояние между двумя противопо-
ложными боковыми гранями 2м.
Найдите объем призмы.
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K

Наибольше диагональное сечение — это AA1D1D. Тогда AD —
диаметр окружности, описанной около правильного шестиуголь-
ника. Так что AD=2R и АВ=АМ=R. ∠МАВ найдем по формуле:

o
oo

120
6

)26(180)2(180
=

−⋅
=

−⋅
=∠

n
nMAB . Тогда

o60
2
1

=∠=∠ MABMAX   и (м)12
2
1

2
1

=⋅== MBMX .

Далее, в прямоугольном ∆ΑΜХ:    ΑΜ=
3

32
3
21

sin
=

⋅
=

∠MAX
MX .

Так что 
3

32
== AMR  (м).

Значит, AD = 2R =
3

34  (м).

А поскольку ADAAS DDAA ⋅= 111
=4 м2, то АА1 = 3

34
34
=

⋅  (м)

Далее, площадь основания равна площади шести равносторонних
∆, то есть Sосн = 6⋅SAMO =

= 32
2
3

3
32

2
1660sin

2
16

2

=⋅









⋅⋅=⋅⋅⋅ oAOMO (м)3.

Тогда 3321 ⋅=⋅= ААSV осн = 6(м3).
Ответ: 6 м3.

24. В наклонной призме проведено сечение, перпендикулярное
боковым ребрам и пересекающее все боковые ребра.
Найдите объем призмы, если площадь сечения Q, а боковые ребра
равны l.
Задача решена в учебнике п. 202, стр. 102.

25. Боковые ребра наклонной треугольной призмы равны 15м, а
расстояние между содержащими их параллельными прямыми 26м,
25м и 17м. Найдите объем призмы.
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Проведем сечение, перпендикулярное боковым ребрам. Получится
∆MΝΚ со сторонами, равными расстояниям между параллельными
прямыми, содержащими боковые ребра призмы.
Используя задачу № 24, имеем, что: объем призмы равен произве-
дению площади сечения, проведенного перпендикулярного боко-
вым ребрам, на длину бокового ребра. Далее, найдем по формуле
Герона SMNK:

=−−−= ))()(( NKpMNpMKppS

204)1734()2534()2634(34 =−⋅−⋅−⋅= (м2).
Тогда 3060152041 =⋅=⋅= BBSV (м3).

26. Вычислите пропускную способность (в кубических метрах
за 1ч) водосточной трубы, сечение которой имеет вид равнобед-
ренного треугольника с основанием 1,4м и высотой 1,2м. Скорость
течения воды 2м/с.

Если d — длина труб, которую проходит вода за 1 час, то
V=S⋅d=S⋅v⋅t, где v — скорость течения воды за t=1 час=3600 сек.
S — площадь треугольника, так что

=⋅⋅= 2,14,1
2
1S 0,84(м2), поэтому количество прошедшей воды рав-

но
3600284,0 ⋅⋅=⋅⋅= tvSV = 6048(м3).

Ответ: 6048 м3.

27. Сечение железнодорожной насыпи имеет вид трапеции с
нижнем основанием 14м, верхним 8м и высотой 3,2м.
Найдите, сколько кубических метров земли приходится на 1км на-
сыпи.
Железнодорожная насыпь представляет собой прямую призму с
основанием в виде трапеции и высотой, равной боковому ребру
длиной 1 км=1000 м. Тогда

10002,3
2

814
2осн ⋅⋅

+
=⋅⋅

+
=⋅= hlbahSV =35200(м3).
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28. В прямой треугольной призме стороны оснований равны
4см, 5см и 7см, а боковое ребро равно большей высоте основания.
Найдите объем призмы.

Найдем площадь основания по формуле Герона:
=−−−= ))()(( cpbpappSосн

64)78()58()48(8 =−⋅−⋅−⋅= (см2).
Далее, высота призмы равна боковому ребру, то есть большей вы-
соте основания. Большая высота основания та, которая проведена
к меньшему основанию. Тогда, если она равна h, то

64
2
1

== ahSосн (см2). Так что 622
==

a
Sh (см).

Ну, и 6264 ⋅=⋅= hSV осн = 48(см3).
Ответ: 48 см3.

29. Площадь основания прямой треугольной призмы равна
4см2, а площади боковых граней — 9 см2, 10 см2 и 17 см2.
Найдите объем.

Боковые грани призмы — это прямоугольник с одной из сторон,
равной длине бокового ребра, то есть АА1, а другой — равной сто-
роне ∆АВС, лежащего в основании. Далее,

111
AAABS BBAA ⋅= ; 111

BBBCS BBCC ⋅= ; 111
CCACS AACC ⋅= .

Так что в ∆AВС:    АВ=
1

9
АА

, BС=
1

10
АА

, АС=
1

17
АА

.
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Тогда полупериметр  р=
H

ACBCAB 18)(
2
1

=++ .И по формуле Ге-

рона:
))()(( ACpBCpABppSАВС −−−= , то есть

1111

189184
AAAAAAAA

⋅⋅⋅= .

2
1

364
АА

= .  АА1
2 = 9, или АА1 = 3 (см). или H=3(см).

Тогда V = SАВС ⋅АА1= 4⋅3=12(cм3).

30. Основание призмы — треугольник, у которого одна сторона
равна 2см, а две другие — по 3см. Боковое ребро равно 4см и со-
ставляет с плоскостью основания угол 45°.
Найдите ребро равновеликого куба.

Проведем перпендикуляр A1O к плоскости основания. Тогда
в прямоугольном ∆АА1О

22
2
2445sin11 =⋅=⋅= oAAOA  (cм).

Далее, найдем площадь основания по формуле:
=−−−= ))()(( BCpACpABppSосн

22)34)(34)(24(4 =−−−⋅= (см). Далее, объем призмы:

822221осн =⋅=⋅= OASV (см3). Объем куба равен
V1=а3. Тогда, если V1 = V = 8 см3, то а3 = 8 и а = 2 (см).
Ответ: 2 см.

31. Основанием наклонной призмы является равносторонний
треугольник со стороной а; одна из боковых граней перпендику-
лярна основанию и является ромбом, у которого меньшая диаго-
наль равна с. Найдите объем призмы.
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Пусть грань AA1B1B является ромбом и перпендикулярна основа-
нию. Тогда проведем A1H⊥AB так, что получим А1Н —  высота

призмы. АВ=АА1=а. Площадь ∆АВС равна Sосн= 4
32a .

Далее, площадь ∆АА1В равна:

HAaHAABS BAA 11 22
1

1
=⋅= . С другой стороны

=−−−= ))()(( 111
BApAApABppS BAA

=





 −

+






 −

+






 −

+
⋅

+
= ccaacaacaca

2
2

2
2

2
2

2
2

= 224
42

2
222

2 caccaccca
−=

−
⋅⋅⋅

+ .

Так что 
a

cac
a

S
HA BAA

2
42 22

1
1 −

== .

Далее, 2222
2

1осн 312
8

4
24

3 caacca
a
caHASV −=−⋅=⋅= .

32. Чему равен объем прямой четырехугольной призмы, если ее
высота h, диагонали наклонены к плоскости основания под углами
α и β и острый угол между диагоналями равен γ ?

А

В С

D

А1

В1

D1

С1

В прямоугольных ∆AС1С и ∆BDD1 имеем:

α
=

α
=

tgtg
1 hCCAC ,

β
=

β
=

tgtg
1 hDDBD .

Площадь четырехугольника равна произведению диагоналей на
синус угла между ними. Так что
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βα
γ

=γ⋅⋅=
tgtg2

sinsin
2
1 2

осн
hDBACS .

Тогда объем 
βα
γ

=⋅=
tgtg2

sin3

осн
hhSV .

33. По стороне основания а и боковому ребру b найдите объем
правильной пирамиды: 1) треугольной, 2) четырехугольной,
3) шестиугольной.
В правильной пирамиде высота проходит через центр окружности,
описанной около основания. Тогда

1) Площадь основания равна площади равностороннего треуголь-

ника: 
4

32aS =осн . Радиус описанной окружности 
3

3aAO = . То-

гда в ∆АО1О:

3
3

3

222
222

11
ababAOAOOO −

=−=−= . Так что

22
2222

1осн 3
123

3
4

3
3
1

3
1 abaabaООSV −⋅=

−
⋅⋅=⋅= .

2) Основание — квадрат с площадью Sосн=a2. Радиус описанной
окружности АО равен половине диагонали квадрата:

AO=
2

2
2

aАС
=  . Далее, в ∆АОО1:

2
2

2

222
222

11
ababAOAOOO −

=−=−= . Так что

22
222

2
1осн 24

62
2

3
1

3
1 abaabaООSV −=

−
⋅⋅=⋅= .
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3)Площадь основания равна площади правильного шестиугольни-
ка, то есть площади шести равносторонних треугольников со сто-
роной а.

2
33

4
366

22 aaSS ABO =⋅=⋅= ∆осн . Далее,

Радиус описанной окружности равен стороне основания AO=a .
Тогда в ∆АОО1:

2222
11 abAOAOOO −=−= . Ну и

)(3
22

33
3
1

3
1 22

2
22

2

1осн abaabaООSV −⋅=−⋅⋅=⋅= .

34. Сторона основания правильной шестиугольной пирамиды а,
а двугранный угол при основании равен 45°. Найдите объем пира-
миды.
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Проведем высоту пирамиды O1O. В правильной пирамиде вы-
сота проходит через центр окружности, вписанной в основание.
Тогда проведем ОЕ⊥АВ. По теореме о трех перпендикулярах
Ο1Ε⊥ΑΒ. Так что ОЕ — радиус вписанной окружности, а
∠O1EO=45° как линейный угол данного двугранного угла.

Тогда 
2

3arOE == .

Далее в ∆О1ОЕ:

2
3

1
aОЕOO ==  (так как ∆О1ОЕ — равнобедренный).

Далее площадь основания равна площади 6 равносторонних тре-
угольников со стороной а:

2
336

2

осн
aSS ABO =⋅= ∆ . Так что

2
2

1осн 4
3

2
3

2
33

3
1

3
1 aaaООSV =⋅⋅=⋅= .

35. Боковые ребра треугольной пирамиды взаимно перпенди-
кулярны, каждое ребро равно b. Найдите объем пирамиды.

Проведем высоту ОО1 пирамиды. Поскольку все боковые ребра
равны, то высота пирамиды проходит через центр описанной око-
ло основания окружности. Так что AO=R.
Далее в равнобедренных прямоугольных ∆AO1B, ∆BO1С, ∆АО1С:

АВ=ВС=АС= 2
45sin

bb
=

o
.

Так что в ∆АВС: АО =
3

6
3

3 bABR == . Далее площадь равносто-

роннего ∆АВС равна 
2

3
4

3 22

осн
bABS == . Затем в прямоуголь-

ном ∆AO1О по теореме Пифагора получаем:
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3
3

9
62

222
11

bbbAOAOOO =
⋅

−=−= .

Тогда  =⋅= 1осн3
1 ООSV

63
3

2
3

3
1 32 bbb

=⋅⋅ .

Ответ: 
6

3b .

36. Чему равен объем правильной треугольной пирамиды, у ко-
торой сторона основания a, а боковые ребра взаимно перпендику-
лярны?

Площадь основания равна площади равностороннего треугольника

со  стороной a, то есть Sосн= 4
32a . Далее каждая боковая грань

является равнобедренным прямоугольным треугольником. Так что

АО1 = ВО1 = СО1 = 2
2

2
aAB

= .

Далее знаем, что высота правильной пирамиды OO1 проходит че-
рез центр окружности, описанной около основания. Так что

AO=R=
3

3a . По теореме Пифагора в ∆АОО1 получим:

632

22
22

11
aaaAOAOOO =−=−= . Тогда =⋅= 1осн3

1 ООSV

24
2

21264
3

3
1 332 ааaa

==⋅⋅= .

37. По ребру а правильного тетраэдра найдите его объем.
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Площадь основания тетраэдра равна площади равностороннего

треугольника со стороной а. Так что 
4

32

осн
aS = .

Далее высота пирамиды OO1 проходит через центр окружности,

описанной около основания. Поэтому AO=R=
3

3a . Далее в

∆АОО1: 3
2

3

2
222

11 aaaAOAOOO =−=−= .

Тогда =⋅= 1осн3
1 ООSV

12
2

3
2

4
3

3
1 32 aaa

=⋅⋅ .

38. По ребру а октаэдра найдите его объем.

Октаэдр состоит из двух правильных равных четырехугольных пи-
рамид. Площадь основания каждой пирамиды Sосн=a2. Высота каж-
дой пирамиды проходит через центр окружности, описанной около
квадрата, лежащего в основании.

Так что AO=R=a
2
2 . Далее в ∆АОО1:

2
2

2

2
222

11 aaaAOAOOO =−=−= . Тогда объем пирамиды

=⋅= 1осн0 3
1 ООSV

6
2

2
2

3
1 3

2 aaa =⋅ .

А объем октаэдра равен двум объемам пирамиды 
3

22
2

0
aVV == .

39. Основание пирамиды - прямоугольник со сторонами 9 м и
12 м, все боковые ребра равны 12,5 м.
Найдите объем пирамиды.
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Так как все боковые ребра равны, то высота ОО1 пирамиды прохо-
дит через центр описанной около основания окружности. Но центр
окружности, описанной около прямоугольника это точка пересе-

чения диагоналей. Так что AO=R= АС
2
1 . Далее в ∆АСВ:

15912 2222 =+=+= BCABAC (м).

Поэтому 5,7
2
1

== ACAO (м).

Далее по теореме Пифагора в ∆AOO1:

105,75,12 2222
11 =−=−= AOAOOO (м).

Площадь основания Sосн = AB ⋅ BC = 9 ⋅ 12 = 108(м2).

Тогда =⋅= 1осн3
1 ООSV 36010108

3
1

=⋅⋅ (м2).

Ответ: 360 м2.

40. Основание пирамиды — равнобедренный треугольник со
сторонами 6 см, 6 см и 8 см. Все боковые ребра равны 9 см. Най-
дите объем пирамиды.

Так как все боковые ребра равны, то высота ОО1 пирамиды прохо-
дит через центр окружности, описанной около основания. То есть
АO=R. Далее по формуле Герона:

=−−−= ))()((осн ВСpАCpАВppS

58)810)(610)(610(10 =−−−= (см2).
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Далее радиус описанной вокруг треугольника окружности найдем
по формуле:

АО =
5

59
584
866

4
=

⋅

⋅⋅
=

⋅⋅
=

АВСS
АСВСАВR (см).

Тогда в ∆АОО1:

5
518

5
818122

11 =−=−= AOAOOO  (см).

Так что 48
5

51858
3
1

3
1

1осн =⋅⋅=⋅= ООSV (см3).

Ответ: 48 см3.

42. В основании пирамиды лежит прямоугольник. Каждое бо-
ковое ребро пирамиды равно l и составляет со смежными сторона-
ми прямоугольника углы α и β.
Найдите объем пирамиды.

Так как все боковые ребра пирамиды равны, то ее высота OO1 про-
ходит через центр описанной около основания окружности. Центр
окружности, описанной около прямоугольника, это точка пересе-

чения диагоналей. Так что AO=R= АС
2
1 . Проведем O1M⊥BC и

O1K⊥DC. Тогда по теореме о трех перпендикулярах OM⊥BC, a
OK⊥DC. Так что ОМСК —  прямоугольник и ОМ=KС.
В прямоугольных ∆Ο1CM и ∆Ο1CK: CM=O1C·cosα=l·cosα,
KC=O1C·cosβ=l·cosβ.
Далее, в прямоугольном ∆ОСМ по теореме Пифагора:

ОС =R = α+β=+ 222222 coscos llCMOM = α+β 22 coscosl .
Далее, в прямоугольном ∆Ο1OC:

=α−β−=−= 2222222
11 coscos lllOCCOOO  α−β 22 cossinl .

Затем площадь основания αβ=⋅=⋅= coscos422 2
осн lMCKCBCDCS .
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Тогда =α−β⋅βα⋅=⋅= 222
1осн cossincoscos4

3
1

3
1 llООSV

α−ββα= 223 cossincoscos
3
4 l .

43. Найдите объем пирамиды, имеющий основанием треуголь-
ник, два угла которого a и β; радиус описанного круга R. Боковые
ребра пирамиды наклонены к плоскости ее основания под углом γ.

Так как все боковые ребра пирамиды наклонены к плоскости осно-
вания под одним и тем же углом, то высота пирамиды O1O прохо-
дит через центр описанной около основания окружности. Так что
AO= ОВ=ОС= R.
Далее, в прямоугольном ∆ΑΟ1Ο: OO1=AO⋅tgγ=R⋅tgγ.
В ∆АВС ∠BΑC=180°−(α+β).·Тогда согласно теореме синусов

RВСАВАС 2
)(180sin(sinsin
=

β+α−°
=

β
=

α
.

Так что AB=2R⋅sinβ, AC=2R⋅sinα, BC=2R⋅sin(180°−(α+β))=
=2R⋅sin(α+β).

Затем площадь треугольника AВС: =
⋅⋅

=
R
АСВСАВS

4осн

=
β+α⋅α⋅β

=
R

RRR
4

)sin(2sin2sin2 2R2sinα⋅sinβsin(α+β).

Тогда γβ+αβα=⋅= tgосн )sin(sinsin
3
2

3
1 3

1 RООSV .

44. Найдите объем усеченной пирамиды с площадью оснований
Q1 и Q2 (Q1>Q2) и высотой h.
Задача решена в учебнике п. 205, стр. 104.

http://alexbooks.ucoz.com



105

45. В пирамиде с площадью основания Q1 проведено сечение,
параллельное основанию, на расстоянии h от него. Площадь сече-
ния Q2. Найдите высоту пирамиды.

Сечение отсекает от данной пирамиды подобную пирамиду
О2A1B1С1. Так как площади подобных фигур относятся как квадрат

коэффициента подобия, то 
2

1

Q
Q

K = .

Линейные размеры подобных фигур относятся как коэффициент

подобия. Так что К
ОО

ОО
=

21

2 , так что 
2

1

2

2
Q
Q

hОО
ОО

=
−

. Так что

( ) 1122 QhQQOO −=− . Так что 
21

1
2 QQ

Qh
OO

−
= .

46. В правильной усеченной четырехугольной пирамиде сторо-
ны нижнего и верхнего оснований равны а и b, а двугранный угол
при ребре нижнего основания равен α.
Найдите объем пирамиды.

Построим осевое сечение ABCD, перпендикулярное стороне осно-
вания MN. Тогда ∠BAD=α — линейный угол данного двугранного
угла. Проведем перпендикуляры BO⊥AD и CK⊥AD. Тогда ВО=СК
— высота усеченной пирамиды.
Рассмотрим равнобедренную трапецию ABCD. ∆АВО = ∆DCK.

Так что KD =
222

baBCADOKADAO −
=

−
=

−
= .

http://alexbooks.ucoz.com



106

Тогда в ∆ABO BO=AO⋅tgα= α
− tg
2

ba . Далее площади нижнего и

верхнего оснований пирамиды равны соответственно S1=a2 и
S2 = b2. Тогда объем пирамиды (из задачи № 44) равен:

( )=++= 22113
1 SSSSВОV

α⋅
−

=++α
−

⋅= tg
6

)(tg
23

1 33
2222 babbaaba .

47. Решите предыдущую задачу в случае правильной усеченной
треугольной пирамиды.

Дополним данную усеченную пирамиду до полной. Проведем вы-
соту O2O. Так как в правильной пирамиде высота проходит через
центр окружности, вписанной в основание, то MO и М1О1 — ра-
диусы окружностей, вписанных в ∆ABC и ∆A1B1C1. Далее площади

равны ∆ABC и ∆A1B1C1 равны 
4

32

1
aS =  и 

4
32

2
bS =  соответст-

венно, а радиусы вписанных окружностей 
6

3aOM =  и

6
3

11
bMO = .

Поскольку ОМ⊥АВ, то ∠M1MO=α — линейный угол данного дву-
гранного угла. В прямоугольной трапеции ММ1О1О проведем
M1K⊥MO, тогда

МК=МО−КО=МО−М1О1= 6
3)( ba − .

Далее в ∆М1MК:

α
−

=α⋅= tgtg
6

3)(
1

baMKKM . Так что
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( ) =++α⋅
−

⋅=++=
4
3)(tg

6
3)(

3
1

3
1 22

22111 bababaSSSSKMV

24
tg)( 33 α−

=
ba .

48. Через середину высоты пирамиды проведена плоскость, па-
раллельная основанию.
В каком отношении она делит объем пирамиды?
Задача решена в учебнике п. 206, стр. 105.

49. Высота пирамиды h.
На каком расстоянии от вершины находится сечение, параллель-
ное основанию и делящее ее объем пополам?
Проведенное сечение отсекает от данной пирамиды подобную. В
подобных фигурах отношение линейных размеров равно коэффи-
циенту подобия, а отношение объемов кубу коэффициента подо-

бия. Так что 
2
1: 3

21 == kVV ,  то есть 
3 2
1

=k . Далее  h1=kh=
3 2
h .

Ответ: 
3 2
h .
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§ 23. Объемы и поверхности тел вращения.

1. 25м медной проволоки имеют массу 100,7г.

Найдите диаметр проволоки (плотность меди 8,94 3см
г  ).

Найдем объем проволоки:

94,8
7,100

=
ρ

=
mV (см3).

Но V = πR2⋅l = ld
⋅

π
4

2
.Так что

076,0
250094,8
7,10044

≈
⋅π⋅

⋅
=

π
=

l
Vd (см) = 0,76(мм).

2. Насос, подающий воду в паровой котел, имеет два водяных
цилиндра. Диаметры цилиндров 80мм, а ход поршня 150мм.

Чему равна часовая производительность насоса, если каждый
поршень делает 50 рабочих ходов в минуту?

Объем каждого цилиндра равен π=⋅
π

= 240000
4

2

0 hdV (мм3).

Тогда за 1 минуту через насос проходит
V1 = 250⋅V2 = 100⋅240000π = 24⋅106π (мм3) = 24π (л).
А за 1 час =60 минут V = 60⋅V1 = 1440π (л) ≈ 4500 (л).

3. Во сколько раз надо увеличить высоту цилиндра, не меняя
его основание, чтобы объем увеличился в n раз? Во сколько раз
надо увеличить радиус основания цилиндра, не меняя высоту, что-
бы объем увеличился в n раз?

Объем цилиндр равен V = Sосн ⋅ h. Тогда, если

n
V
V

=
′

0
, то n

hS
hS

=
⋅
′⋅′

00
 и S′ = S0, то  h′ = nh0.

То есть, если не менять основание для того, чтобы объем увели-
чить в n раз, надо высоту цилиндра увеличить в n раз. Далее, если

n
V
V

=
′

0
, и h′ = h0, то n

R
R

R
R

hS
hS

=






 ′
=

π

′π
=

⋅
′⋅′

2

0
2
0

2

00

)( , так что
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0RnR ⋅=′ . То есть чтобы при неизменной высоте увеличить

объем цилиндра в n раз, надо радиус основания увеличить в n
раз.

4.  В цилиндр вписана правильная треугольная призма, а в
призму вписан цилиндр. Найдите отношение объемов цилиндров.

Пусть сторона основания призмы равна х.
Тогда радиус цилиндра, описанного около призмы, равен ра-

диусу окружности, описанной около правильного треугольника, со

стороной х 
3

3
1

хR = .

А радиус вписанного в призму цилиндра равен радиусу окруж-
ности, вписанной в правильный треугольник, со стороной х;

6
3

2
aR = . Отношения объемов цилиндров:

4
33
63

2

2
2

2
1

2
2

2
1

2

1 =










⋅

⋅⋅
==

⋅π
⋅π

=
x

x
R
R

hR
hR

V
V .

5. Найдите объем цилиндра, вписанного в правильную шести-
угольную призму, у которой каждое ребро равно а.

По условию Н=АА1=а. Далее ∆AОВ —  равносторонний. Радиус
вписанного цилиндра OD = AO⋅sin∠OAD =

2
360sin aAO =⋅= o (так как АО=R=AB=a).

http://alexbooks.ucoz.com



110

Тогда объем цилиндра

4
3

2
3 32

1
2

осн
aaaAAODhSV π

=⋅









⋅π=⋅π=⋅= .

6. Свинцовая труба (плотность свинца 11,4 г/см3 ) с толщиной
стенок 4мм имеет внутренний диаметр 13мм.

Какова масса 25 м этой трубы?

Если внутренний диаметр d1=1,3см, то
внешний диаметр  d2=1,3+2⋅0,4=2,1(см).
Далее,

=









⋅

π
−⋅

π
ρ=−ρ=⋅ρ= hdhdVVVm

44
)(

2
1

2
2

12

61(кг)(г) ≈≈−
⋅⋅

=−
ρπ

= 60854)3,11,2(
4

250014,34,11)(
4

222
1

2
2 ddh .

7. Куча щебня имеет коническую форму, радиус основания ко-
торой 2 м, а образующая 2,5 м.

Найдите объем кучи щебня.

В ∆SАO по теореме Пифагора получаем:

SO= 2222 25,2 −=−OASA =1,5(м).
Тогда объем кучи:

)(м3,6)(м25,12
3
1

3
1 3322 ≈π=⋅⋅π⋅=⋅⋅π= SOAOV .

Ответ: 6,3 м3.

8. Осевым сечением конуса является равнобедренный  прямо-
угольный треугольник, площадь которого 9 м2.

Найдите объем конуса.
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SOOBHRV ⋅⋅π=⋅π= 22

3
1

3
1 .

В равнобедренном прямоугольном треугольнике ASB AS=SB и

S=
2
1 AS⋅SB=

2

2AS .

Так что 23922 =⋅=⋅== SBSAS (м).

Тогда 6181822 =+=+= BSASAB (м) и АО =
2
1 АВ = 3 (м).

Далее в ∆SАΟ: 
2
22345sin ⋅=⋅= oАSOS =3(м).

Так что 33
3
1

3
1 22 ⋅⋅π⋅=⋅π= SOАОV =9π(м3) ≈ 28,26 (м3).

Ответ: ≈28,26 м3.

9. Длина образующей конуса равна l, а длина окружности осно-
вания — с. Найдите объем конуса.

Формула для длины окружности L=2πR. Так что OB=R=
π2
с .

Далее в прямоугольном ∆SBO по теореме Пифагора получаем:

π
−π

=
π

−=−=
2

4
4

222

2

2
222 clclOBBSSO .

Тогда =⋅= hSV осн3
1

222
2

2222

2

2
2 4

242
4

43
1

3
1 clcclcSOR −π

π
=

π
−π

⋅
π

⋅π=⋅π= .

10. Образующая конуса составляет с плоскостью основания
угол α. Найдите объем конуса.
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В прямоугольном ∆SBO SO=BS·sinα=lsinα, а
BO=BS·cosα=lcosα.

Тогда αα
π

=ααπ=⋅= sincos
3

sincos
3
1

3
1 2

3
22 lllSOSV осн .

11. Стог сена имеет форму цилиндра с коническим верхом. Ра-
диус его основания 2,5 м, высота 4 м, причем цилиндрическая
часть стога имеет высоту 2,2 м.
Плотность сена 0,03 г/см3.

Определите массу стога сена.

ρ=0,03г/см3=30кг/м3. OА=R, OO1=h1⋅OS=h2.
Тогда R = 2,5(м), h1=2,2(м).
Так что h2 = 4м – h1 = 1,8 (м).
Далее, m = V⋅ρ=ρ⋅(V1 + V2) =

=+ρπ=π+⋅πρ= )
3
1()

3
1( 21

2
2

2
1

2 hhRhRhR

(кг)(кг) 5,1648525)6,02,2(5,230 2 ≈π=+⋅π= .
Ответ: ≈1648,5 кг

12. Жидкость, налитая в конический сосуд высотой 0,18м и
диаметром основания 0,24м, переливается в цилиндрический со-
суд, диаметр основания которого 0,1 м.

Как высоко будет стоять уровень жидкости в сосуде?
Найдем объем конического сосуда:

32
0

2
00

2
00 10864,018,024,0

12
1

12
1

3
1 −⋅π=⋅⋅π=⋅π=⋅π= hdhRV (м3).

Так как объем жидкости не изменился , то объем цилиндра

V= V0. То есть 0

2

4
Vhd

=⋅
π .

Так что 0,35(м)(м) ≈=
⋅π

⋅π⋅⋅
=

π
=

−
3456,0

01,0
10864,044 3

2
0

d
Vh .
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13. Равносторонний треугольник вращается вокруг своей сто-
роны a.

Найдите объем полученного тела вращения.

В равностороннем ∆ABC

ОС=AO=
2
1 AC=

2
a ,а BO=

2
3a .

Тогда объем полученного тела вращения равен сумме объемов
двух одинаковых конусов с радиусом BO и высотой AO=OC.

То есть 3
2

2
0 44

3
23

12
3
122 aaaАООВVV π

=
⋅

⋅⋅π⋅=⋅⋅π⋅⋅=⋅= .

14. Прямоугольный треугольник с катетами А и В вращается
около гипотенузы.

Найдите объем полученного тела вращения.

Объем полученного тела вращения равен сумме объемов кону-
сов с радиусом OB и высотами SO и СО.

Далее в ∆SВС по теореме Пифагора CS 22 ba += . Площадь

треугольника SBC равна S= BSBC ⋅⋅
2
1 , а также S=

2
1
⋅ SC⋅BO.

Так что 
22 ba

ab
SC

BSВСВО
+

=
⋅

= .

Далее V = V0 + V1 = =⋅π+⋅π OCOBSOOB 22

3
1

3
1

=+π )(
3
1 2 COSOOB

= CSOB ⋅π 2

3
1

22

22
22

22

22

33
1

ba

baba
ba

ba

+

π
=+⋅

+
π= .
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15. Найдите объем усеченного конуса, у которого радиусы ос-
нований R1 и R2 (R1<R2), а высота h.

Задача решена в учебнике п. 209, стр. 111.

16. Сосновое бревно длиной 15,5 м имеет диаметры концов
42см и 25см.

Какую ошибку (в процентах) совершают, когда вычисляют
объем бревна, умножая его длину на площадь поперечного сечения
в середине бревна?

Проведем осевое сечение ABCD. Тогда MN — средняя линия
трапеции ABCD, АВ=25см=0,25м , СD=42см = 0,42 м. Так что

)(335,0
2

м=
+

=
СDABMN . Далее

Объем бревна равен =++π= )(
3
1 2

221
2
1 SSSShV

= =++π )(
3
1 22 rRrRh

395,1)125,0125,021,021,0(5,1514,3
3
1 22 ≈+⋅+⋅⋅⋅= (м3).

Если вычислять объем бревна путем умножения его длины на
площадь поперечного сечения в середине бревна, то получим:

)(м365,15,15
4

335,014,3
4

3
22

≈⋅⋅=⋅⋅π= hMNV . Так что допускает-

ся ошибка %2%15,2%100
395,1

365,1395,1
≈≈⋅

− .

17. Радиусы оснований усеченного конуса R и r, образующая
наклонена к плоскости основания под углом 45°.

Найдите объем.
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Проведем высоту ОО1. Тогда AOO1D — прямоугольная трапе-
ция. Проведем AA1⊥DO1.

АОО1А1 — прямоугольник, так что АO=А1О1=r.
Тогда DA1=DO1–A1O1=R–r.
Далее, в прямоугольном треугольнике ∆DAA1 ∠ADA1=45°, так

что ∠ADA1=90°−∠ADA1=45°. Поэтому
∆DAA1 — равнобедренный и AA1=DA1=R–r=ОО1, — высота ко-

нуса. Тогда

)(
3
1))((

3
1)(

3
1 332222

1 rRrRrRrRrrRRООV −π=++−π=+⋅+⋅π= .

18. Площадь осевого сечения усеченного конуса равна разности
площадей оснований, а радиусы оснований R и r.

Найдите объем этого конуса.

Площадь трапеции ABCD равна разности площадей оснований,

то есть 22
112

OBCOOODCAB
⋅π−⋅π=⋅

+ , 22
12

22 rRООrR
π−π=⋅

+ .

Так что )()( 222

1 rR
rR
rRОО −π=

+
−π

= .

Тогда =++−π=++π= ))((
3
1)(

3
1 22222

11 rRrRrRrRrROOV

).(
3
1 332 rR −π=

19. Усеченный конус, у которого радиусы оснований 4см и
22см, и равновеликий цилиндр имею одну и ту же высоту.

Чему равен радиус основания этого цилиндра?
По условию объемы цилиндра и конуса одинаковы и их высоты

равны, так что V=V′ и h=h′.

Так что, )222244(
3
1 222 +⋅+π=⋅π hhR .

То есть, 14
3

442222 22
=

+⋅+
=R (см).

Ответ: 14 см.
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20. По данным радиусам оснований R и r определите отноше-
ние объемов усеченного конуса и полного конуса.

Дополним усеченный конус до полного. Тогда, если V0 — объ-
ем усеченного конуса, а V1 — объем конуса с радиусом r, то
V = V2 + V1.

 Из подобия конусов следует, что если k
R
r
= , то 31 k

V
V

= ,

Так что 
3

3110 111 





−=−=−=

−
=

R
rk

V
V

V
VV

V
V .

21. Чугунный шар регулятора имеет массу 10кг.
Найдите диаметр шара (плотность чугуна 7,2 г/см3).
Плотность ρ=7,2 г/см3 = 7200кг/м3. Далее объем шара

720
1

7200
10

==
ρ

=
mV (м3).

Так как 
63

4 3
3 dRV π
=π= , то 14,0

120
1

720
66 333 ≈

π
=

π
=

π
=

Vd  (м).

22. Требуется переплавить в один шар два чугунных шара с
диаметром 25см и 35см.  Найдите диаметр нового шара.

Объем нового шара равен сумме объемов данных шаров:
V=V1+V2. Так что

666

3
2

3
1

3
0 ddd π

+
π

=
π , то есть 3935253 333 3

2
3
10 ≈+=+= ddd (см).

23. Имеется кусок свинца массой 1 кг.
Сколько шариков диаметром 1 см можно отлить из куска

(плотность свинца 11,4 г/см3)?

Масса одного шарика π=⋅
⋅π

=ρ⋅
π

=ρ⋅= 9,14,11
6
1

6

33dVm (г).

Значит, общее число шариков: 167
г 1,9
г 1000кг 1
≈

π
==

m
n .
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24. Из деревянного цилиндра, высота которого равна диаметру
основания, выточен наибольший шар. Сколько процентов мате-
риала сточено ?

Радиус шара равен радиусу цилиндра и половине высоте ци-
линдра. Тогда, если R — радиус цилиндра, то объем шара

3
0 3

4 RV π= , а объем цилиндра V2=Sосн ⋅ 2R=πR2⋅2R=2πR3.

Тогда объем сточенного материала

V′=V−V0= 333

3
2

3
42 RRR π=π−π .

А процентное соотношение:

%
3
133%100

2
3
2

%100 3

3

=⋅
π

π
=⋅

′

R

R

V
V .

25. Внешний диаметр полого шара 18 см. Толщина стенок 3 см.
Найдите объем материала, из которого изготовлен шар.

Внешний радиус R=
2
1 ⋅18=9(см). Тогда внутренний радиус

r=R–
3
2 =6(см).

Объем материала равен разности объемов внешнего и внутрен-

него шаров, то есть =−π=⋅π−π=−= )(
3
4

3
4

3
4 3333

21 rRrRVVV

2148684)69(
3
4 33 ≈π=−⋅π= (см3).

26. Сосуд имеет форму полушара радиуса R, дополненного ци-
линдром.

Какой высоты должна быть цилиндрическая часть, чтобы сосуд
имел объем V?
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Объем сосуда равен сумме объемов полушара радиусом R и
цилиндра с радиусом основания R и искомой высотой Х.

То есть ХRRV ⋅π+π= 23

3
2 .

R
R
V

R

RV
Х

3
23

2

22

3

−
π

=
π

π−
= .

27. Плоскость, перпендикулярная диаметру шара, делят его на
части 3см и9 см.

На какие части делится объем шара?

ОО1 = 3 см, так что объем верхнего сегмента равен







 −⋅π=

3
12

11
ООRООV .

π=





 −⋅⋅π= 45

3
3632

1V (см3), так как 6
2

93
2

21 =
+

==
OOR (см) —

радиус шара.
Тогда объем нижней части равен разности объемов шара и

верхнего сегмента, то есть

)(см3π=π−⋅π=−π=−= 243456
3
4

3
4 3

1
3

102 VRVVV .

28. Какую часть объема шара составляет объем шарового сег-
мента, у которого высота равна 0,1 диаметра шара?

Высота h = 0,1d = 0,2R. Тогда объем шарового сегмента
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3
112,0

3
2,004,0

3

3
22

0
RRRRhRhV π

=





 −π=






 −π= .

Так что 028,0
4
112,0

3
43

112,0
3

3
0 ==

π⋅

π
=

R

R
V
V .

29. Два равных шара расположены так, что центр одного лежит
на поверхности другого.

Как относится объем общей части шаров к объему целого ша-
ра?

Общая часть шаров представляет собой сумму двух одинако-

вых шаровых сегментов с высотой ОК= 
2
1  R, где R — радиус ша-

ров.

Так что =





 −π=

3
2 2

0
OKROKV

12
5

64
2

32 π
=






 −⋅π

RRRR .

16
5

412
35
3

3
0 =

π⋅
⋅π

=
R

R
V
V .

30. Диаметр шара, равный 30 см, является осью цилиндра, у ко-
торого радиус основания равен 12см. Найдите объем части шара,
заключенный внутри цилиндра.

Рассмотрим осевое сечение шара. Объем части шара, заклю-
ченный внутри цилиндра, равен сумме объемов цилиндра с радиу-
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сом основания NB=12 см и высотой BC, а также двух одинаковых
шаровых сегментов с высотой MN.

Имеем в ∆OBN: OB=
2
1
⋅30=15(см) и NB=12(см).

Так что по теореме Пифагора:

(см)922 =−= NBOBON .
Далее ВС = 2NO = 18 (см) и (см)6915 =−=−= ONOMNM .

Так что объем шарового сегмента =





 −π=

3
2

1
NMRNMV

= 36π(R–2) = 36π⋅13 = 468π (см3).
Объем цилиндра V2 = πNB2⋅BC=π⋅122⋅18 = 2592π (cм3).
Так что общий объем V = 2V1 + V2 = 3528π (см3).

31. Чему равен объем шарового сектора, если радиус окружно-
сти его основания 60 см, а радиус шара 75 см.

Рассмотрим осевое сечение шара. В прямоугольном ∆OВK
OB=75см, KB=60см (по условию).

Тогда по теореме Пифагора
2222 6075 −=−= BKOBOK =45(cм).

Так что высота шарового сегмента
СК=СО−ОК=75−45=30(см).
И объем одного сегмента:

π=⋅⋅π=⋅π= 1125003075
3
2

3
2 22

1 СКСОV (см3) = 112,5π (дм3).

Объем оставшегося шарового сектора равен разности объема
шара и найденного объема сегмента:

π==π−⋅π=−π= 450)см(45000011250075
3
4

3
4 33

1
3

2 VСОV (дм3).
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32. Круговой сектор с углом 30° и радиусом R вращается около
одного из боковых радиусов.

Найдите объем полученного тела.

В прямоугольном ∆ΟΟ1B1 BO=R, ∠BOO1=30°.

Так что, OO1=ВO⋅cos30°=
2

3R .

Далее, высота полученного шарового сегмента

KO1=KO−OO1=R−R
2
3 =R

2
32− .

Так что его объем

=⋅π= КОRV 1
2

3
2

3
32

2
32

3
2 32 −

π=
−

⋅⋅π RRR .

33. Поверхности двух шаров относятся как m:п.
Как относятся их объемы?
Поверхность вычисляется по формуле S = 4πR. Тогда, если

,
4
4

2
2

2
1

2

1

n
m

R
R

S
S

=
π

π
=  то 

n
m

R
R

=
2

1 ; так что

2
333

2

1

3
2

3
1

2

1

3
4
3
4







=










=








=

π

π
=

n
m

n
m

R
R

R

R

V
V .

34. Гипотенуза и катеты треугольника являются диаметрами
трех шаров. Какая существует зависимость между их поверхно-
стями?

По теореме Пифагора в прямоугольном треугольнике: с2=a2+b2.
Так что πc2=πa2+πb2. Площадь поверхности шара равна S=πd2,

так что площадь шара с диаметром, равным гипотенузе, равна
сумме двух шаров с диаметрами, равными катетам.
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35. Поверхность тела, образуемого вращением квадрата около
стороны, равновелика поверхности шара, имеющего радиусом сто-
рону квадрата. Докажите.

Так как ОBСО1 — квадрат, то высота цилиндра ОО1 равна ра-
диусу основания ОВ. Площадь поверхности цилиндра равна сумме
площадей боковой поверхности и двух оснований:

S1=2Sосн+Sбок=2πОВ2+2πОВ⋅ОО1=4πОВ2.
Далее, площадь поверхности шара, имеющего радиусом сторо-

ну основания, равна S2=4πR2=4πОВ2=S. Что и требовалось дока-
зать.

36. Радиус шара 15 см.
Какую площадь имеет часть его поверхности, видимая из точ-

ки, удаленной от центра на 25 см?

В прямоугольном треугольнике катет является средним геомет-
рическим между гипотенузой и его проекцией на гипотенузу. Так
что в ∆ОВА:

ОB2=ОА⋅ОО1.

Так что ОО1 = 9
25

1522
==

ОА
ОВ (см).

Поэтому O1С=ОС−ОО1=15−9=6(см).
Так что площадь видимого сферического сегмента равна
S=2πR⋅О1С=2πОВ⋅О1С=2π⋅15⋅6 = 180π (см2).

37. Шар радиусом 10 см цилиндрически просверлен по оси.
Диаметр отверстия 12 см.

Найдите полную поверхность тела.
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Рассмотрим осевое сечение шара.
Тогда OB=R=10(см)

ВD=r=
2
1 D=

2
1
⋅12= 6(см).

Так что в ∆DBO по теореме Пифагора получим:

OD= 2222 610 −=− ВDOB  = 8(см).
Площадь искомой поверхности равна сумме площади боковой

поверхности цилиндра с радиусом основания, равным DB, и высо-
той BM=2·OD =2⋅8=16(см) и площади S′, равной разности площа-
дей шара и двух шаровых сегментов с высотой

CD=CO−OD=10−8=2(см).
То есть S=S0+S′=2π⋅DB⋅BM+(4π⋅OB2−2⋅2π·OB⋅CD)=
=π(2⋅6⋅16+4⋅102−4⋅10⋅2)=512π (cм3).
38. Цилиндрическая дымовая труба с диаметром 65 см имеет

высоту 18м.
Сколько жести нужно для ее изготовления, если на заклепки

уходит 10% материала?

Боковая поверхность трубы равна боковой поверхности цилин-

дра с радиусом R=
2
1 ⋅65=32,5(см) и высотой h=18(м).

Sбок = 2πRh = 2π⋅0,325⋅18=11,7 (м2).
S=πD⋅H.
Учитывая, что на заклепки уходит 10% материала, то общее

количество его: S=1,1Sбок=1,1⋅11,7π≈40,4 (м2).
39. Полуцилиндрический свод подвала имеет 6 м в длину и

5,8м в диаметре.  Найдите полную поверхность подвала.

Полная поверхность подвала состоит из половины полной по-
верхности цилиндра и площади пола, т. е. площади прямоугольни-
ка со сторонами h=6 м и d=5,8 м.

Так что =⋅+








 π
+π=⋅++= dhddhdhSSS

22
1)2(

2
1 2

оснбок

( ) )(м1168,3481,258,3482,1668,5
2
1 2≈+π=+π+⋅⋅π= .

Ответ: 116 (м2).
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40. Из круглого листа металла выштампован цилиндрический
стакан диаметром 25 см и высотой 50 см. Предполагая, что пло-
щадь листа при штамповке не  изменилась, найдите диаметр листа.

Площадь стакана S0 равна сумме площади боковой поверхности
цилиндра и площади основания

S0= =π+
π dhd

4

2
π=⋅⋅π+

⋅π 25,14065025
4
252

(см2).

Так как площадь не изменилась, то S= 0

2

4
Sd

=
π .

Откуда 7556254 0 ==
π

=
Sd (см).

Ответ: 75 (см).

41. В цилиндре площадь основания равна Q, а площадь осевого
сечения М. Чему  равна полная поверхность цилиндра?

Осевым сечением цилиндра является прямоугольник со сторо-
нами d — диаметр и h — высота цилиндра, так что  M = d⋅h.

Далее, S=Sбок+2Sосн=πd⋅h+2Q=πM+2Q.

42. Конусообразная палатка высотой 3,5 м и диаметром осно-
вания 4 м покрыта парусиной. Сколько квадратных метров пару-
сины пошло на палатку?

BO=
2
1 AB=2(м).

В прямоугольном ∆СВО по теореме Пифагора получим:

25,1625,3 2222 =+=+= ВОСОСВ (м).
Далее площадь боковой поверхности конуса
S=πRl=π⋅OB⋅BC=π⋅2⋅ 25,16 ≈25,3 (см2).
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43. Крыша башни имеет форму конуса. Высота крыши 2м, диа-
метр башни 6 м.

Найдите поверхность крыши.

OB=
2
1 AB=3 (м).

В прямоугольном ∆СВО по теореме Пифагора получим
22 OCOBBC += = 1323 22 =+ (м).

Далее, S=π⋅Rl=π·ОВ·BC=π· )133 234(м≈ .
Ответ: 34 (м2).

44. Площадь основания конуса S, а образующие наклонены к
плоскости основания под углом а. Найдите боковую поверхность
конуса

Площадь основания конуса S=πR2=π·ОВ2. Откуда R=ОВ=
π
S .

Далее,  в прямоугольном ∆СВО: CB=
αcos

ОВ =
π

⋅
α

S
cos

1 .

Тогда, Sбок=πRl=πОВ⋅ВС=π ⋅
α

=
π

⋅
α

⋅
π coscos

1 SSS .

45. Как относятся между собой боковая и полная поверхности
равностороннего конуса (в сечении правильный треугольник)?
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Так как ∆АВС —  равносторонний, то

R=OB=
2
1 AB=

2
1 BC. Тогда боковая поверхность равна

Sбок=πRl=πR⋅BC=πR⋅2R=2πR2.
А полная поверхность равна S=Sбок+Sосн=2πR2+πR2=3πR2.

Так что 
3
2

3
2

2

2
=

π
π

=
R
R

S
Sбок .

46. Полная поверхность равностороннего конуса равновелика
поверхности шара, построенного на его высоте как на диаметре.
Докажите.

В

Полная поверхность равностороннего конуса равна S0 = 3πR2

(смотри задачу №45).
Далее рассмотрим осевое сечение. Тогда в равностороннем

∆ABC высота CD= .3
2

3 RАВ
=  Так что OD=

2
3R  и

площадь поверхности шара равна

S=4πOC2 = 4π 0
2

2

3
2

3 SRR
=π=










.

Что и требовалось доказать.

47. Полукруг свернут в коническую поверхность. Найдите угол
между образующей и осью конуса.

При сворачивании полукруга в конус длина дуги АВ будет рав-
на длине окружности основания конуса. Так что

11 2
2

2 АОAOАОl ⋅π=⋅π=
⋅π

= .

Так что АО1= 2
АО .
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О

В прямоугольном ∆AОО1:

sin∠AOO1= AO
AO1 =

2
1 . Так что  ∠AOO1=30°.

Ответ: 30°.

48. Радиус кругового сектора равен 3 м, его угол 120°. Сектор
свернут в коническую поверхность. Найдите радиус основания ко-
нуса.

Длина окружности основания конуса (б) равна
длине дуги АВ. То есть

AOlACl π==π=
⋅π

=
°

°⋅π
= 22

3
32

360
1202 .

Так что АО= 1
2
2

=
π
π (м).

Ответ: 1 м.

49.  Сколько квадратных метров латунного листа потребуется,
чтобы сделать рупор , у которого диаметр одного конца 0,43 м,
другого конца — 0,036 м и образующая — 1,42 м?
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Дополним усеченный конус до полного. Тогда из подобия ко-

нусов следует, что 
KC
KB

DC
AB

= .

Пусть KB =а.

Тогда  
42,143,0

036,0
+

=
а
а .

Так что а≈0,1297(м) и КС=а+1,42 =1,5497 (м).
Площадь боковой поверхности усеченного конуса равна разно-

сти площадей боковых поверхностей конусов:

S=S1 − S2=π⋅O1C·KC−π⋅OВ·KB= =





 ⋅−⋅π KBABKCDC

22
=π(0,215⋅1,5497 – 0,018⋅0,1297)≈1,04 (м2).

50. Сколько олифы потребуется для окраски внешней поверх-
ности 100 ведер, имеющих форму усеченного конуса с диаметрами
оснований 25 см и 30 см и образующей 27,5 см, если на 1 м2 требу-
ется 150 г олифы?

Дополним усеченный конус до полного.
Пусть КВ=а.

Из подобия конусов следует:

KC
KB

DC
AB

= , 
5,2730

25
+

=
а
а , откуда

КВ=а=137,5(см)  и  КС=а+27,5=165(см).

Полная площадь ведра состоит из площади основания

π=
π

= 25,156
4

2ABSосн (см2) и боковой поверхности ведра, равной

разности боковых поверхностей конусов:

Sбок=S1–S2=π 





 ⋅−⋅ KBABKCDC

22
=

=π(15⋅165–12,5⋅137,5)=756,25π (см2).
Так что S=Sосн+Sбок=912,5 (см2)=0,09125 (м2).
Общее количество краски m=100⋅S⋅150≈4300 (г)=4,3 кг.
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